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0.1 Zusammenfassung

Diese Arbeit konzentriert sich auf Dualitäten in der Theorie der Funktionenräume mit

der Topologie der punktweisen Konvergenz, die in der Regel auf die folgende Weise for-

muliert sind: Ein Raum X hat eine Eigenschaft P genau dann, wenn Cp(X) Q erfüllt. Die

Abschnitte 3.1, 3.3, 3.4, und 3.5 im Kapitel 3 widmen sich solchen Dualitäten, wobei P

immer eine klassische Überdeckungseigenschaft von X ist, während wir im Abschnitt 3.2

die separablen Funktionenräume beschreiben. Q ist hier die entsprechende lokale Eigen-

schaft von Cp(X). Für manche Räume X lassen sich diese lokalen Eigenschaften von

Cp(X) mithilfe der natürlichen verträglichen algebraischen Struktur auf den gesamten

Funktionenraum extrapolieren, siehe Abschnitte 3.3 und 3.4.

Kapitel 1 und 2 lassen sich als eine Art Vorbereitung zu Kapitel 3 verstehen, das einen

zentralen Platz in dieser Arbeit einnimmt. Insbesondere machen diese die gesamte Arbeit

in sich geschlossener, da wir uns hier einige grundlegende Begri�e und deren Eigenschaften

in Erinnerung rufen, die im Kapitel 3 betrachtet werden. Unsere Darstellung im Kapitel 1

ist manchmal ähnlich wie die in [3]. Allerdings geben wir immer mehr Details und ändern

bedarfsgerecht die Reihenfolge der Ergebnisse.

In dieser Arbeit werden keine neuen Sätze bewiesen, für einige bekannte Sätze werden

jedoch neue Beweise geliefert, die sich auf mengenwertige Abbildungen mit bestimmten

topologischen Eigenschaften stützen, siehe Abschnitte 3.1, 3.3, 3.4, und 3.5 im Kapitel 3.

0.2 Abstract

This work is concentrated on dualities in the theory of function spaces with the to-

pology of pointwise convergence, of the following form: A space X has property P if and

only if Cp(X) satis�es Q. Sections 3.1, 3.3, 3.4, and 3.5 of Chapter 3 are devoted to such

results, where P is some classical covering property, and in Section 3.2 we present the

characterization of separable function spaces. Q is usually some local property of Cp(X).

For certain spaces X these local properties of Cp(X) could be extrapolated onto the entire

space using its algebraic structure agreeing to its topology, see Sections 3.3 and 3.4.
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Chapters 1 and 2 may be thought of as a preparation to Chapter 3 which is the

main one in this work. In particular, they make the work more self-contained, as we

remind basic notions we work in Chapter 3 with as well as useful properties thereof. The

exposition in Chapter 1 is in some places similar to that in [3], but we usually give more

details and change the consequence of results according to our needs.

There are no new results in this work. However, we suggest new alternative proofs to

known results, which are based on set-valued maps with certain topological properties,

see Sections 3.1, 3.3, 3.4, und 3.5 of Chapter 3.
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0.3 Einleitung

Sind X und Y topologische Räume, so bezeichnet man C(X, Y ) die Menge aller stetigen

Abbildungen von X nach Y . In der Funktionalanalysis werden verschiedene Topologien

auf C(X, Y ) untersucht, am häu�gsten die Topologie der gleichmäÿigen bzw. der kom-

pakten Konvergenz. In dieser Arbeit werden wir uns auf die Topologie der punktweisen

Konvergenz auf C(X,R) konzentrieren. Anders gesagt ist diese die Teilraumtopologie auf

C(X,R), wenn wir C(X,R) als einen Teilraum vom kartesischen Produkt RX =
∏

x∈X R,

ausgestattet mit der Produkttopologie, betrachten. Den erhaltenen Raum bezeichnet man

in der Literatur als Cp(X), wobei �p� für �pointwise/punktweise� steht. Das Studium sol-

cher Räume ist ein Teil der allgemeinen Topologie, der an der Grenze zur Funktionalana-

lysis liegt und oft auf die Methoden der Mengenlehre zurückgreift.

Der Übergang von einem Raum X zu dem entsprechenden Funktionenraum Cp(X)

ist in vielerlei Hinsicht interessant. Für einen diskreten Raum X ist Cp(X) das karte-

sische Produkt RX , und für die �standarden� Räume X wie [0, 1], R, usw. kann der

Raum Cp(X) auch als �standard� betrachtet und als solcher fürs Studium anderer Räume

verwendet werden. Es ist übrigens noch immer unbekannt, ob Cp([0, 1]) und Cp([0, 1]2)

homöomorph sind. Natürlich sind X und Cp(X) in der Regel sehr unterschiedlich, zum

Beispiel ist Cp(X) ein topologischer Vektorraum (und sogar eine topologische R-Algebra),

weil auf dem Cp(X) neben seiner topologischen Struktur noch eine natürliche und damit

verträgliche algebraische de�niert ist. Darüber hinaus sind Cp-Räume fast nie metrisier-

bar (eigentlich ist dies nur der Fall für abzählbare Räume X), zum Beispiel ist Cp(R)

in vielen Hinsichten weit von metrischen Räumen entfernt. Dies könnte aber auch als

Vorteil gesehen werden: Man könnte versuchen, mithilfe der Cp-Konstruktion aus relativ

einfachen und wohlverstandenen Räumen wie R verschiedene (Gegen)beispiele zu kon-

struieren, siehe, z. B., Folgerung 3.5.12.

In [3] wird die �allgemeine Aufgabe A� für die Cp-Theorie von Arkhangel'skii formu-

liert: Unter anderem ist zu untersuchen, welche Paare P,Q von topologischen Eigenschaf-

ten dual im Sinne sind, dass ein Raum X Eigenschaft P genau dann hat, wenn Cp(X)

Q erfüllt. Abschnitte 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, und 3.5 widmen sich solchen Dualitäten, wobei

P immer eine klassische Überdeckungseigenschaft von X und Q die entsprechende lokale

Eigenschaft von Cp(X) ist. Für manche Räume X lassen sich diese lokalen Eigenschaften
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von Cp(X) auf den gesamten Funktionenraum extrapolieren, siehe Abschnitte 3.3 und

3.4.

Wegen des Aussehens der Topologie von Cp(X), in der basische Umgebungen unter

anderem von endlichen Teilmengen von X abhängen, �spricht� oft P über alle Xn, wobei

n ∈ ω, siehe Abschnitte 3.1, 3.3 und 3.4. Es gibt auch Ausnahmen, siehe Abschnitt 3.5.



Kapitel 1

Funktionenräume: Grundbegri�e und

einfache Konstruktionen

1.1 Produkttopologie

In diesem Abschnitt zeigen wir eine Reihe von Begri�en auf und sammeln allgemeine

Fakten über (unendliche) Produkte topologischer Räume, die in der Cp-Theorie oftmals

benutzt werden. Diese könnten in [10, 16] gefunden werden, und kommen in der Regel

als Hilfsmittel in Vorlesungen über Topologie vor. Daher liefern wir fast keine Beweise.

Vielmehr wollen wir Bezeichnungen erklären, die in kommenden Abschhnitten verwendet

werden.

Sei Xα für jedes α ∈ A eine Menge. Das Produkt der Xα ist die Menge

∏
α∈A

Xα :=
{
x : A→

⋃
α∈A

Xα | ∀α ∈ A
(
x(α) ∈ Xα

)}
.

Der Wert von x an der Stelle α, x(α), wird oft auch als xα bezeichnet und heiÿt die α-te

Koordinate von x. Man schreibt auch 〈xα : α ∈ A〉 statt x. Xα heiÿt der α-te Faktor

von
∏

α∈AXα. Ist Xα = X für alle α ∈ A, dann schreibt man auch XA statt
∏

α∈AX.

Die Abbildung πα :
∏

α∈AXα → Xα, de�niert durch πα : 〈xα : α ∈ A〉 7→ xα, heiÿt

Projektionsabbildung von
∏

α∈AXα auf Xα oder einfach die α-te Projektionsabbildung.

Sei nun {〈Xα, τα〉 : α ∈ A} eine Familie topologischer Räume, X =
∏

α∈AXα das

Produkt der Xα, und πα :
∏

α∈AXα → Xα die Projektionsabbildungen, wobei α ∈ A. Die

7
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Produkttopologie τ auf X wird durch die Basis

B =
{ ⋂
α∈K

π−1α (Uα) : K ⊂ A endlich, ∀α ∈ K (Uα ∈ τα)
}

de�niert. 〈X, τ〉 heiÿt Produktraum oder topologisches Produkt der Räume 〈Xα, τα〉. B ist

hinsichtlich endlicher Durchschnitte abgeschlossen. Eine Teilmenge B ⊂
∏

α∈AXα gehört

genau dann zu B, wenn B =
∏

α∈A Uα, Uα o�en in Xα, und Uα = Xα für fast alle α ∈ A

ist, wobei �fast alle� in dieser Arbeit �alle auÿer vielleicht endlich vielen� bedeutet.

Aus der oberen De�nition ergibt sich gleich die natürliche Subbasis der Produktopo-

logie τ :

S =
{
π−1α (U) : α ∈ A,U ∈ τα

}
.

Die Menge der endlichen Durchschnitte dieser Mengen ist gerade die Menge B. S ⊂ τ

bedeutet einfach de�nitionsgemäÿ, dass alle Projektionsabbildungen πα stetig sind.

Die Abbildung h : Y →
∏

α∈AXα von einem topologischen Raum Y in den Produk-

traum
∏

α∈AXα ist genau dann stetig, wenn die Abbildung hα := πα ◦ h : Y → Xα stetig

für jedes α ∈ A ist. Die �genau dann� Richtung folgt aus der Stetigkeit der Projektions-

abbildungen πα.

Um die �wenn� Richtung zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass die Urbilder der

Elemente von S o�en in Y sind. Für jedes Element S = π−1α (U) ∈ S, wobei U ∈ τα,

haben wir

h−1(S) = h−1
(
π−1α (U)

)
= (h ◦ πα)−1(U),

und die letztere Menge ist o�en in Y , weil U ∈ τα und h ◦ πα : Y → Xα stetig ist.

Die Produkttopologie auf
∏

α∈AXα ist die gröbste Topologie, für die alle Projektionen

πα :
∏

α∈AXα → Xα stetig sind: Jede solche Topologie τ ′ auf
∏

α∈AXα muss alle Urbilder

π−1α (U), U ∈ τα, enthalten, und daher S ⊂ τ ′, was eben τ ⊂ τ ′ impliziert.

Der folgende Satz von A. Tychono� ist von fundamentaler Bedeutung und könnte in

fast allen Topologiebüchern (z.B. [10, 16]) gefunden werden.

Satz 1.1.1. Ist {〈Xα, τα〉 : α ∈ A} eine Familie kompakter topologischer Räume, dann

ist auch das kartesische Produkt
∏

α∈AXα mit der Produkttopologie τ kompakt.

Für uns sind die Produkte RA =
∏

α∈ARmit der Produkttopologie und ihre Teilräume

besonders wichtig. Zuerst erinnern wir uns an die Beschreibung der Räume, die in RA für

A �groÿ genug� eingebettet werden könnten.
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Ein topologischer Raum X heiÿt

• Tl-Raum, wenn für zwei beliebige verschiedene Punkte x0, x1 aus X, es gibt eine Um-

gebung U0 3 x0, sodass x1 6∈ U0; Oder, äquivalent, wenn jede einpunktige Teilmenge

{x} ⊂ X abgeschlossen ist;

• T3-Raum, wenn jede abgeschlossene Teilmenge A von X und jeder Punkt x 6∈ A

disjunkte Umgebungen besitzen;

• T3 1
2
-Raum, wenn es zu jeder abgeschlossenen Menge A ⊂ X und jedem Punkt x 6∈ A

eine stetige Funktion f : X → [0, 1] gibt, sodass f(x) = 1 und f � A ≡ 0.

Die Eigenschaften, die oben für Ti-Räume gefordert wurden, heiÿen oft Ti-Axiome

oder Trennungsaxiome. T1 - Räume, die weitere Trennungseigenschaften haben, erhalten

besondere Bezeichnungen. Ein topologischer Raum X heiÿt

• regulär, wenn er gleichzeitig ein T1- und ein T3-Raum ist;

• vollständig-regulär, wenn er gleichzeitig ein T3 1
2
- und ein Tl-Raum ist.

Vollständig-reguläre Räume erlauben für genauso viele stetige Funktionen in R, die

für eine Einbettung in RA für passende A nötig sind.

Der folgende Satz könnte auch in fast allen Topologiebüchern gefunden werden, siehe,

z.B., [16, Satz 7, S. 161]. Der wurde ebenfalls zuerst von A. Tychono� bewiesen. Daher

heiÿen vollständig-reguläre Räume auch Tychono�-Räume.

Satz 1.1.2. Sei X ein vollständig-regulärer Raum und B eine Basis von X. Dann könnte

X in den Produktraum RB eingebettet werden. Insbesodere kann jeder vollständig-reguläre

Raum X mit abzählbarer Basis in
∏

n∈ω R eingebettet werden, und ist deshalb metrisier-

bar.

Sei {〈Fα, xα〉 : α ∈ A} eine Aufzählung aller Paare 〈F, x〉, wobei F ⊂ X abgeschlossen

ist und x 6∈ F . Für jedes α gibt es eine stetige Funktion fα : X → [0, 1], sodass f(xα) =

1 und f � Fα ≡ 0. Es ist einfach zu veri�zieren, dass die Abbildung f : X → RA,

f(x)(α) := fα(x), eine Einbettung ist. Allerdings, um solche A zu �nden, die dieselbe

Kardinalität hat, wie eine vorgegebene Basis von X, muss man die Auswahl der Punkte

und entsprechenden abgeschlossenen Mengen etwas optimieren.
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Im Folgenden werden wir nur mit vollständig-regulären Räumen arbeiten, diese Eigen-

schaft ist erforderlich für einige der grundlegenden Sätze der Cp-Theorie.

Der topologische Raum X erfüllt die abzählbare Antikettenbedingung, wenn jede Fami-

lie von o�enen, paarweise disjunkten Teilmengen von X höchstens abzählbar ist. Die ab-

zählbare Antikettenbedingung folgt o�ensichtlich aus der Separabilität: Wenn wir jedem

Element der Antikette einen Punkt der abzählbaren dichten Menge zuordnen, dann ist

diese Abbildung injektiv. Die Umkehrung gilt für allgemeine vollständig-reguläre Räume

nicht, zum Beispiel werden wir gleich zeigen, dass alle (inkl. unabzählbare) Potenzen von

R die abzählbare Antikettenbedingung erfüllen, obwohl RA nicht separabel für |A| > |R|

ist.

Der nächste Satz könnte als �Folklore� betrachtet werden, siehe z.B. [19, Th. 1.9, S. 51].

Satz 1.1.3. RA erfüllt die abzählbare Antikettenbedingung für alle A.

Sei S eine Familie von Mengen, und s eine weitere Menge. D ist ein ∆-System mit

Wurzel s, wenn s0 ∩ s1 = s für beliebige s0 6= s1 aus S. Der Beweis des Satzes 1.1.3 fuÿt

auf dem folgendem ∆-Lemma, siehe [19, Th. 1.5, S. 49].

Lemma 1.1.4. Jede überabzählbare Familie endlicher Mengen enthält ein überabzählbares

∆-System.

Beweis vom Satz 1.1.3. Wir nehmen an, dass es eine überabzählbare Familie U von o�e-

nen, paarweise disjunkten Teilmengen von RA gibt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit

können wir davon ausgehen, dass U aus den standarden Basiselementen besteht. Also

U =
{
Us :=

⋂
α∈s

π−1α (Us,α) : s ∈ S
}
,

wobei S eine überabzählbare Familie endlicher Teilmengen von A ist. Aus dem Lem-

ma 1.1.4 ergibt sich ein überabzählbares ∆-System S ′ ⊂ S. Sei s′ die Wurzel von S ′.

Da Rs′ separabel ist (s′ ist endlich), es gibt eine überabzählbare Familie S ′′ ⊂ S und

q ∈ Qs′ , sodass q ∈
⋂
α∈s′ π

−1
α (Us,α) für alle s ∈ S ′′. Seien nun s0, s1 ∈ S ′′, s0 6= s1. Für

alle α ∈ si \ s′ nehmen wir riα ∈ π−1α (Uα,si), wobei i ∈ {0, 1}. Dann liegt die Funktion
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x ∈ RA,

x(α) =



q(α), α ∈ s′,

r0α α ∈ s0 \ s′,

r1α α ∈ s1 \ s′,

1 α ∈ A \ (s0 ∪ s1),

in der Schnittmenge Us0 ∩Us1 . Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass U disjunkt

ist. 2

Sei U =
⋂
x∈Y π

−1
x (Ux), wobei Y eine endliche Teilmenge von X ist, und Ux ⊂ R

o�en ist. Seien ax ∈ Ux und εx > 0, x ∈ Y , sodass (ax − εx, ax + εx) ⊂ Ux. Dann für

ε = min{εx : x ∈ Y } gilt:

U0 =
⋂
x∈Y

π−1x (ax − ε, ax + ε) ⊂ U.

Daraus ergibt sich, dass

{ ⋂
x∈Y

π−1x (ax − ε, ax + ε) : X ⊃ Y endlich ist, ax ∈ R für alle x ∈ Y, ε > 0
}

eine Basis der Produkttopologie ist. Insbesondere ist

{ ⋂
x∈Y

π−1x (−ε, ε) : X ⊃ Y ist endlich, ε > 0
}

eine Umgebungsbasis für die konstante Funktion 0, also die Funktion f : X → R mit

f(x) := 0 für jedes x ∈ X. Künftig verwerden wir die Bezeichnung

W (Y, ε) =
⋂
x∈Y

π−1x (−ε, ε)

für Elemente dieser Umgebungsbasis.

Cp(X) liegt dicht in RX : Sei wieder U0 =
⋂
x∈Y π

−1
x (ax − ε, ax + ε), wobei Y ⊂ X

endlich ist. Wegen der vollständigen Regularität gibt es für jedes x ∈ Y eine stetige

Funktion fx : X → R, sodass fx(x) = 1 und fx � (Y \ {x}) ≡ 0. Dann gilt für die

Funktion f :=
∑

x∈Y ax · fx ∈ Cp(X)

f(x) =
∑
x′∈Y

ax′f
x′(x) =

∑
x′∈Y,x′ 6=x

ax′f
x′(x) + axf

x(x) = 0 + ax = ax

für alle x ∈ Y , was f ∈ U0 impliziert.
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Folgerung 1.1.5. Cp(X) erfüllt die abzählbare Antikettenbedingung für alle vollständig-

regulären Räume X.

Beweis. Nach dem Satz 1.1.3 erfüllt RX die abzählbare Antikettenbedingung, und Cp(X)

liegt dicht in RX . Deshalb genügt es, die folgende Aussage zu beweisen:

Erfüllt ein vollständig-regulärer Raum Z die abzählbare Antikettenbedingung, so tut es

auch jeder Teilraum T von Z, der dicht in Z liegt.

Das ist tatsächlich der Fall, sonst gäbe es eine überabzählbare disjunkte Familie W von

o�enen Teilmengen von T . Für jede Menge W ∈ W �nden wir eine in Z abgeschlossene

Teilmenge FW mit FW ∩ T = T \W . Dann ist OW := Z \ FW eine o�ene Teilmenge von

Z und

OW ∩ T = (Z \ FW ) ∩ T = T \ (FW ∩ T ) = T \ (T \W ) = W.

Es bleibt einzusehen, dass OW ∩ OW ′ = ∅ für unterschiedliche (und deshalb disjunkte)

W,W ′ ∈ W . Sonst gilt OW ∩OW ′ 6= ∅. Folglich OW ∩OW ′ ∩ T 6= ∅ wegen der Dichtigkeit

von T , also

∅ 6= OW ∩OW ′ ∩ T = (OW ∩ T ) ∩ (OW ′ ∩ T ) = W ∩W ′,

im Widerspruch zu unserer Annahme, dass die Familie W disjunkt ist.

1.2 Duale Abbildungen und Einschränkungen

In diesem Abschnitt sammeln wir weitere Fakten über die Funktionenräume mit der

Topologie der punktweisen Konvergenz. Diese Fakten könnten, z. B., in [3, Ch. 0, � 4]

gefunden werden. Wir haben lediglich einige Details hinzugefügt.

Sei Z ein Teilraum eines Raums X. Wir untersuchen in diesem Abschnitt zuerst die

Abbildung pZ : Cp(X)→ Cp(Z), pZ : f 7→ f � Z.

Hilfssatz 1.2.1. (i) pZ ist stetig und pZ(Cp(X)) = Cp(Z);

(ii) Ist Z abgeschlossen in X, so ist pZ eine o�ene Abbildung von Cp(X) in pZ [Cp(Z)],

mit der Unterraumtopologie vererbt von Cp(Z);

(iii) Liegt Z dicht in X, so ist pZ injektiv.
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Beweis. (i). O�ensichlich gilt:

p−1Z
[ ⋂
x∈K

π−1x [Ux] ∩ Cp(Z)
]

=
⋂
x∈K

π−1x [Ux] ∩ Cp(X),

wobei K eine endliche Teilmenge von Z ist. Daraus ergibt sich die gewünschte Stetigkeit.

(In der oberen Formel bezeichnet πx die Abbildung von RZ bzw. RX in R auf der linken

bzw. rechten Seite.)

(ii). Sei W =
⋂
x∈K π

−1
x [Ux] ∩

⋂
x∈L π

−1
x [Ux] ∩ Cp(X), wobei K bzw. L eine endliche

Teilmenge von Z bzw. X \ Z ist. Wir werden zeigen, dass

pZ [W ] =
⋂
x∈K

π−1x [Ux] ∩ pZ [Cp(X)],

was eben die O�enheit von pZ : Cp(X)→ pZ [Cp(X)] bedeutet. Die Inklusion �⊂� ist o�en-

sichtlich. Um die Richtung �⊃� zu zeigen, nehmen wir eine Funktion f ∈
⋂
x∈K π

−1
x [Ux]∩

pZ [Cp(X)] ⊂ Cp(Z) und �nden h ∈ Cp(X) mit f = pZ(h) = h � Z. Da X vollständig-

regulär ist, für jedes x ∈ L gibt es hx ∈ Cp(X), für die fx(x) ∈ Ux − h(x) und

fx � (Z ∪ L \ {x}) ≡ 0 gilt. Dann gilt für h′ = h+
∑

x∈L hx:

h′ � Z = h � Z = f und h′(x) ∈ Ux für alle x ∈ L,

und daher h′ ∈ W und pZ(h′) = f .

(iii). Wenn f � Z = f ′ � Z für f, f ′ ∈ Cp(X), dann f = f ′ weil Z dicht ist. Also

pZ(f) = pZ(f ′) impliziert f = f ′.

Folgerung 1.2.2. Sei Z ein dichter Teilraum von X. Dann ist pZ � K : K → pZ [K] ⊂

Cp(Z) ein Homeomorphismus für jeden kompakten Teilraum K von Cp(X). Insbesondere

ist K metrisierbar, wenn X separabel ist.

Beweis. pZ ist stetig und injektiv, siehe Hilfssazt 1.2.1, und jede stetige injektive Abbil-

dung eines kompakten Raumes ist ein Homeomorphismus auf das Bild.

Cp(Z) ⊂ RZ ist metrisierbar für jeden abzählbaren Z, was den zweiten Teil impliziert.

Seien X,Z Mengen und f : X → Z eine Abbildung. Dual zu f wird eine Abbildung

f# : RZ → RX durch die folgende Formel de�niert:

f# : φ 7→ φ ◦ f, anders ausgedrückt, f#(φ)(x) = φ(f(x)) für alle x ∈ X.
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In anderen Worten, f#(φ) macht das folgende Diagramm kommutativ:

Z
f←− X
φ

↘ ↓f#(φ)

R

Es ist leicht einzusehen, dass ψ ∈ RX \ f#[RZ ] genau dann, wenn es x0, x1 ∈ X mit

ψ(x0) 6= ψ(x1) und f(x0) = f(x1) gibt.

Hilfssatz 1.2.3. f# ist stetig, wobei RX und RZ mit der Produkttopologie versehen sind.

Beweis. SeiW =
⋂
x∈K π

−1
x [Ux] eine o�ene Teilmenge von RX , wobeiK ⊂ X eine endliche

Teilmenge von X ist, und Ux ⊂ R o�en für alle x ∈ K sind. Dann gilt:

(f#)−1(W ) =
{
h ∈ RZ : h ◦ f ∈ W

}
=
{
h ∈ RZ : ∀x ∈ K (h(f(x)) ∈ Ux)

}
=

=
⋂

f(x)∈f [K]

π−1f(x)[Ux].

Die letztere Menge ist o�en1 in RZ , was die Stetigkeit von f# beweist.

Hilfssatz 1.2.4. Ist f surjektiv, so ist f# ein Homeomorphismus von RZ auf den abge-

schlossenen Teilraum f#[RZ ] von RX .

Beweis. Sei ψ ∈ RX \ f#[RZ ], also es gibt x0, x1 ∈ X mit ψ(x0) 6= ψ(x1) und f(x0) =

f(x1). Seien U0, U1 o�ene Umgebungen von ψ(x0) bzw. ψ(x1) in R, für die gilt U0∩U1 = ∅.

Dann für W = π−1x0 (U0) ∩ π−1x1 (U1) ⊂ RX gilt ψ ∈ W und f#[RZ ] ∩W = ∅:

f#(φ)(x0) = φ(f(x0)) = φ(f(x1)) = f#(φ)(x1)

für alle φ ∈ RZ gilt, während ψ′(x0) 6= ψ′(x1) für alle ψ ∈ W . Dies zeigt die Abgeschlos-

senheit von f#[RZ ] in RX .

Seien φ0 6= φ1, φ0, φ1 ∈ RZ . Dann gibt es z ∈ Z mit φ0(z) 6= φ1(z) und x ∈ X mit

f(x) = z. Schlieÿlich haben wir

f#(φ0)(x) = φ0(f(x)) = φ0(z) 6= φ1(z) = φ1(f(x)) = f#(φ1)(x)

und deswegen f#(φ0) 6= f#(φ1), also ist f# injektiv.

1Wenn es x0, x1 ∈ X mit f(x0) = f(x1) und Ux0 ∩Ux1 = ∅ gibt, dann ist das Urbild (f#)−1(W ) leer.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung

f# : RZ → f#[RZ ]

o�en ist. Sei alsoW =
⋂
z∈K π

−1
z [Uz] eine o�ene Teilmenge von RZ , wobei K eine endliche

Teilmenge von Z ist. Für jeden z ∈ K sei xz ∈ X, sodass f(xz) = z (f ist surjektiv).

Dann gilt:

f#(W ) = {φ ◦ f : φ ∈ W} =
⋂
z∈K

π−1xz [Uz] ∩ f#[RZ ] ⊂ RX ,

und deswegen ist f#(W ) o�en in f#[RZ ] als eine Durchschnittsmenge von f#[RZ ] und⋂
z∈K π

−1
xz [Uz], die o�en in RX ist.

Im Folgenden werden wir die Einschränkung der Funktion f# auf den Teilraum Cp(Z)

von RZ , wobei (anders als oben) Z und X als topologische Räume betrachtet werden. Im

Falle X ist ein Teilraum von Z und f(x) = x für alle x ∈ X gilt f# = pX . Tatsächlich,

wir haben

f#(φ)(x) = φ(f(x)) = φ(x) = pX(φ)(x)

für alle x ∈ X und φ ∈ Cp(Z). Also ist die Idee hinter den f#-Funktionen allgemeiner

als die hinter den Einschränkungen p∗.

Hilfssatz 1.2.5. Sei f : X → Z eine Abbildung zwischen topologischen Räumen X und

Z.

(i) f ist genau dann stetig, wenn f#[Cp(Z)] ⊂ Cp(X).

(ii) f ist genau dann stetig und injektiv, wenn f#[Cp(Z)] dicht in Cp(X) liegt.

(iii) Ist f surjektiv, dann ist f# � Cp(Z) : Cp(Z) → Cp(X) Homeomorphismus genau

dann, wenn f#[Cp(Z)] = Cp(X).

Beweis. (i). Wenn f stetig ist, dann so sind auch alle Kompositionen φ ◦ f = f#(φ),

wobei φ ∈ Cp(Z). Dies bedeutet f#[Cp(Z)] ⊂ Cp(X).

Für die Umkehrung nehmen wir an, dass f nicht stetig ist. Dann gibt es A ⊂ X und

x ∈ Ā, sodass f(x) 6∈ f [A]. Sei φ ∈ Cp(Z) mit φ(f(x)) = 1 und φ � f [A] ≡ 0. Solche

φ ergibt sich aus der vollständigen Regularität von Z. Dann ist f#(φ) : X → R nicht

stetig, weil f#(φ)[A] = φ[f [A]] = {0}, f#(φ)(x) = φ(f(x)) = 1, und x ∈ Ā.
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(ii). Angenommen f(x0) = f(x1) für x0 6= x1 in X, betrachten wir die o�ene Teilmen-

ge W = π−1x0 [U0]∩ π−1x1 [U1]∩Cp(X) von Cp(X), wobei U0, U1 o�ene disjunkte Teilmengen

von R sind. Dann ψ(x0) 6= ψ(x1) für alle ψ ∈ W , was f#[Cp(Z)]∩W = ∅ impliziert, weil

f#(φ)(x0) = φ(f(x0)) = φ(f(x1)) = f#(φ)(x1)

für alle φ ∈ Cp(Z) gilt.

Für die Umkehrung nehmen wir an, dass f injektiv ist, und betrachten eine o�ene

Teilmenge W =
⋂
x∈K π

−1
x (Ux)∩Cp(X), wobei K ⊂ X endlich und Ux o�en sind, x ∈ K.

Seien ax ∈ Ux, x ∈ K, und φ ∈ Cp(Z), sodass φ(f(x)) = ax für alle x ∈ K. Solche φ

existiert, weil f(x0) 6= f(x1) für unterschiedliche x0, x1 ∈ K und Z vollständig-regulär

ist. Solche Auswahl von φ gibt uns

f#(φ)(x) = φ(f(x)) = ax

für alle x ∈ K, was f#(φ) ∈ W und somit f#[Cp(Z)] ∩W 6= ∅ impliziert. Deshalb liegt

f#[Cp(Z)] dicht in Cp(X).

(iii). Aus dem Hilfssatz 1.2.4 ergibt sich, dass f# ein Homeomorphismus von RZ auf

den abgeschlossenen Teilraum f#[RZ ] von RX ist. Also ist f# � Cp(Z) ein Homeomor-

phismus genau dann, wenn f#[Cp(Z)] = Cp(X).

Hilfssatz 1.2.5(i) könnte etwas verallgemeinert werden:

Hilfssatz 1.2.6. Seien f0 : X → Z0 und f1 : X → Z1 surjektive Abbildungen zwischen

topologischen Räumen X und Z0 bzw. X und Z1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) f#
0 [Cp(Z0)] ⊂ f#

1 [Cp(Z1)].

(ii) Es gibt eine stetige h : Z1 → Z0, sodass f0 = h ◦ f1, d.h., das folgende Diagramm

ist kommutativ:
X

f0−→ Z0
f1

↘ ↑h

Z1.

Beweis. (ii)⇒ (i). Sei φ0 ∈ Cp(Z0). Dann gilt:

f#
0 (φ0) = φ0 ◦ f0 = φ0 ◦ h ◦ f1 = f#

1 (φ0 ◦ h) ∈ f#
1 [Cp(Z1)],
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die letztere Inklusion ergibt sich aus der Stetigkeit von h.

(i)⇒ (ii). Zuerst beweisen wir das folgende

Lemma 1.2.7. Seien x ∈ X und A ⊂ X mit f1(x) ∈ f1[A]. Dann f0(x) ∈ f0[A].

Beweis. Wenn f0(x) 6∈ f0[A], dann gibt es φ0 ∈ Cp(Z0), für die gilt φ0(f0(x)) = 1 und

φ0 � f0[A] ≡ 0. Aus (i) folgt, dass es eine φ1 ∈ Cp(Z1) mit

f#
1 (φ1) = φ1 ◦ f1 = f#

0 (φ0) = φ0 ◦ f0

gibt. Daraus folgt φ1(f1(x)) = φ0(f0(x)) = 1 und

φ1 � f1[A] = (φ1 ◦ f1) � A = (φ0 ◦ f0) � A ≡ 0,

im Widerspruch zur Stetigkeit von φ1 und f1(x) ∈ f1[A].

Wir brauchen noch ein unterstützendes

Lemma 1.2.8. f−11 (f1(x)) ⊂ f−10 (f0(x)) für jeden Punkt x ∈ X.

Beweis. Nehmen wir x′ ∈ f−11 (f1(x)) und wenden Lemma 1.2.7 auf x′ und A = {x} an

(wir haben f1(x′) = f1(x) ∈ f1[A] ⊂ f1[A]):

f0(x
′) ∈ f0[A] = {f0(x)} = {f0(x)},

und deshalb f0(x′) = f0(x) und schlieÿlich gilt x′ ∈ f−10 (f0(x)).

Endlich können wir den Beweis von (i) ⇒ (ii) vervollständigen. Das Lemma 1.2.8

erlaubt uns die gesuchte Abbildung h zu de�nieren: h(z) = f0(f
−1
1 (z)) für alle z ∈ Z1.

Dann gilt h(f1(x)) = f0(f
−1
1 (f1(x))) = f0(x) für alle x ∈ X, was h ◦ f1 = f0 impliziert.

Es bleibt zu zeigen, dass h stetig ist. Seien B ⊂ Z1 und z1 ∈ B̄. Wir setzen nun

A = f−11 [B] und nehmen x ∈ f−11 (z1). Dann gilt f1(x) = z1 ∈ B̄ = f1[A], was nach dem

Lemma 1.2.7 f0(x) ∈ f0[A] impliziert. Das heiÿt, h(f1(x)) ∈ h[f1[A]], also

h(z1) ∈ h[B], (1.1)

weil z1 = f1(x) und B = f1[A]. Die Inklusion in (1.1) ist äquivalent zur Stetigkeit von

h.
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Hilfssatz 1.2.5(i) folgt aus Hilfssatz 1.2.6: seien Z1 = X und f1 = idX . Dann besagt

Hilfssatz 1.2.6(i), dass f#
0 [Cp(Z0)] ⊂ f#

1 [Cp(Z1)] = Cp(X), und Hilfssatz 1.2.6(ii) ergibt

nichts Anderes, als die Stetigkeit von f0 (weil f0 in diesem speziellen Fall gleich h sein

muss).

1.3 Kanonische Einbettung von X in Cp(Cp(X))

In diesem Abschnitt sammeln wir Fakten über die kanonische Einbettung von X in

Cp(Cp(X)) und die Eigenschaften der linearen Hülle von X in Cp(Cp(X)). Diese Fakten

könnten, z. B., in [3, Ch. 0, � 4 und � 5] gefunden werden, allerdings teilen wir hier mehr

Details mit.

De�nition 1.3.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge F ⊂ RX heiÿt regulär,

wenn es für alle x ∈ X und A ⊂ X mit x 6∈ Ā es f ∈ F gibt, sodass f(x) 6∈ f [X].

Jeder Punkt x ∈ X de�niert durch die Abbildungsvorschrift gx(f) := f(x) eine Funk-

tion von F in R.

Die Funktion ψF : X → RF , ψF : x 7→ gx, wird oft kanonische Auswertungsabbildung

von X in RF genannt. 2

Hilfssatz 1.3.2. Die Funktion gx : F → R ist stetig, wenn F mit der von RX vererbten

Unterraumtopologie versehen ist.

Ist X ein topologischer Raum, so ist die Funktion ψF : X → RF stetig, wenn F ⊂

Cp(X) und RF mit der Produkttopologie versehen ist.

Beweis. gx ist die Einschränkung auf F der Projektionsabbildung πx : RX → R und

die letztere ist nach der De�nition der Produkttopologie stetig. Einschränkungen stetiger

Abbildungen sind stetig.

Sei nun W =
⋂
f∈F0

π−1f (Uf ) eine o�ene Teilmenge von RF , wobei F0 ⊂ F endlich,

pf : RF → R die Projektionsabbildung und Uf ⊂ R o�en ist. Dann gilt:

ψ−1F [W ] =
{
x ∈ X : ∀f ∈ F0 (f(x) ∈ Uf )

}
=
⋂
f∈F0

f−1[Uf ],

und die letztere Durchschnittsmenge ist o�en, weil alle f ∈ F0 stetig sind.
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Im Folgenden werden wir immer F ⊂ RX als Teilraum von RX betrachten. So ergibt

sich aus dem Hilfssatz 1.3.2, dass das Bild der kanonischen Auswertungsabbildung ψF

eine Teilmenge von C(F) ⊂ RF ist.

Hilfssatz 1.3.3. Ist F ⊂ RX regulär und besteht aus stetigen Funktionen, so ist die

kanonische Auswertungsabbildung ψF ein Homeomorphismus von X auf das Bild ψF [X] =

{gx : x ∈ X}, versehen mit der von RF vererbten Unterraumtopologie.

Beweis. ψF ist stetig nach dem Hilfssatz 1.3.2.

Da X vollständig-regulär und daher ein T1-Raum ist, sind Einermengen {x}, x ∈ X,

abgeschlossen, daher gilt x0 6∈ {x1} für alle x0 6= x1 ∈ X. Für solche x0, x1 ergibt sich aus

der Regularität von F eine Funktion f ∈ F , sodass

f(x0) 6∈ {f(x1)} = {f(x1)}.

Das ist aber äquivalent dazu, dass f(x0) 6= f(x1), oder gx0(f) 6= gx1(f), was gx0 6= gx1

impliziert. Also ist ψF injektiv.

Sei nun U ⊂ X o�en, x ∈ U und f ∈ F mit der Eigenschaft f(x) 6∈ f [X \ U ]. Dann

gibt es a > 0, sodass (f(x)− a, f(x) + a) ∩ f [X \ U ] = ∅. Es bleibt einzusehen, dass für

W := π−1f (f(x)− a, f(x) + a) =
{
g ∈ RF : g(f) ∈ (f(x)− a, f(x) + a)

}
folgendes gilt:

gx ∈ W ∩ ψF [X] ⊂ ψF [U ].

Tatsächlich folgt die erste Inklusion aus gx(f) = f(x) ∈ (f(x) − a, f(x) + a). Um die

zweite zu beweisen, nehmen wir gx′ ∈ W und beweisen, dass x′ ∈ U : Sonst hätten wir

gx′(f) = f(x′) ∈ f [X\U ], was gx′ 6∈ W ergäbe, weil (f(x)−a, f(x)+a)∩f [X\U ] = ∅.

Anmerkung 1.3.4. Aus dem Hilfssatz 1.3.2 ergibt sich, dass das Bild ψF [X] = {gx : x ∈

X}, versehen mit der im Hilfssatz 1.3.3 betrachteten Topologie, ein Teilraum von Cp(F)

ist. Also ist ψF ein Homeomorphismus von X auf einen Teilraum von Cp(F), sobald

F ⊂ Cp(X) regulär ist. 2

Wir werden überwiegend mit der folgenden regulären Menge von Funktionen arbeiten:

Beispiel 1.3.5. Cp(X) ⊂ RX ist regulär für jeden vollständig-regulären Raum X. Genau

so ist {f ∈ Cp(X) : f [X] ⊂ [0, 1]} regulär für jeden vollständig-regulären Raum X. 2.
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De�nition 1.3.6. Aus der Anmerkung 1.3.4 folgt, dass die kanonische Auswertungsab-

bildung

ψCp(X) : X → Cp(Cp(X)) ⊂ RCp(X)

ein Homeomorphismus von X auf sein Bild ψCp(X)[X] ist. Dieser Homeomorphismus heiÿt

kanonische Einbettung von X in Cp(Cp(X)). Im Folgenden identi�zieren wir jeden Punkt

x ∈ X mit seinem Bild gx = ψCp(X)(x) ∈ Cp(Cp(X)).

Die lineare Hülle von X in Cp(Cp(X)), also{
α0 · x0 + · · ·+ αn−1 · xn−1 | n ∈ ω, n ≥ 1, x0, . . . , xn−1 ∈ X,α0, . . . , αn−1 ∈ R

}
,

bezeichnen wir mit Lp(X). 2

Jeder x ∈ X ⊂ Cp(Cp(X)) ist eine lineare Funktion von Cp(X) nach R: Es gilt

o�ensichtlich

x(λ0 · f0 + λ1 · f1) = (λ0 · f0 + λ1 · f1)(x) = (λ0 · f0)(x) + (λ1 · f1)(x) =

= λ0 · f0(x) + λ1 · f1(x) = λ0 · x(f0) + λ1 · x(f1)

für alle f0, f1 ∈ Cp(X) und λ0, λ1 ∈ R. Daher sind eigentlich alle Elemente von Lp(X)

lineare Funktionen von Cp(X) nach R. Das folgende Lemma besagt, dass die Umkehrung

auch gilt.

Lemma 1.3.7. Sei φ ∈ Cp(Cp(X)) eine lineare Funktion. Dann gibt es n ∈ ω, n ≥ 1,

x0, . . . , xn−1 ∈ X, und α0, . . . , αn−1 ∈ R, sodass

φ = α0 · x0 + · · ·+ αn−1 · xn−1.

Beweis. Da φ linear ist, gilt φ(0) = 0, und daher gibt es eine o�ene Umgebung W von

0 ∈ Cp(X) mit φ[W ] ⊂ (−1, 1). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon

ausgehen, dass W eine basische Umgebung von 0 ist, also W =
⋂
x∈K π

−1
x (−a, a), wobei

a > 0 und K eine endliche Teilmenge von X ist.

Zuerst zeigen wir, dass φ(f) = 0 für alle f ∈ Cp(X) mit f � K ≡ 0. Wenn φ(f) 6= 0,

dann

φ(
f

φ(f)
) =

φ(f)

φ(f)
= 1 6∈ (−1, 1),

obwohl f
φ(f)

� K ≡ 0 und daher f
φ(f)
∈ W , und dies im Widerspruch zur φ[W ] ⊂ (−1, 1)

steht.
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Für jeden x ∈ X sei fx ∈ Cp(X), sodass fx(x) = 1 und fx � (K \ {x}) ≡ 0. Es reicht

zu zeigen, dass für λx := φ(fx) gilt

φ(f) =
∑
x∈K

λx · f(x) =
∑
x∈K

λx · x(f),

wobei f ∈ Cp(X) beliebig ist. Tatsächlich, für

g := f −
∑
x∈K

f(x) · fx

und für alle x ∈ K gilt

g(x) = (f −
∑
x′∈K

f(x′) · fx′)(x) = f(x)−
∑

x′∈K,x′ 6=x

f(x′) · fx′(x)− f(x) · fx(x) =

= f(x)− f(x) · 1 = 0,

was φ(g) = 0 ergibt. Also gilt

0 = φ(f −
∑
x∈K

f(x) · fx) = φ(f)−
∑
x∈K

f(x) · φ(fx) = φ(f)−
∑
x∈K

λx · f(x) =

= φ(f)−
∑
x∈K

λx · x(f),

was φ =
∑

x∈K λx · x impliziert.

De�nition 1.3.8. Zu einem topologischen Vektorraum V über R bezeichnet V ′ den zu

V gehörigen topologischen Dualraum, das heiÿt die Menge aller stetigen linearen Abbil-

dungen von V nach R, versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz (≡ mit

der Unterraumtopologie von Cp(V )). Nach dem Lemma 1.3.7 ist Lp(X) der topologische

Dualraum von Cp(X), d.h., Lp(X) = Cp(X)′. 2

Hilfssatz 1.3.9. Für einen vollständig-regulären Raum X gilt:

(i) X ist abgeschlossen in Lp(X);

(ii) Lp(X) ist abgeschlossen in Cp(Cp(X)); und deshalb

(iii) X ist abgeschlossen in Cp(Cp(X)).

Beweis. (i). Sei X̄ der Abschluss von X in Lp(X). Angenommen, es gibt y ∈ X̄ \X. Seien

n ∈ ω, n ≥ 1, x0, . . . , xn−1 ∈ X, und α0, . . . , αn−1 ∈ R, sodass y = α0 ·x0+· · ·+αn−1 ·xn−1.
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Wir betrachten nun den Raum Y = X ∪ {y}, versehen mit der Unterraumtopologie von

Lp(X) ⊂ Cp(Cp(X)). Es gibt φ ∈ Cp(Y ), sodass φ(y) = 1 und φ � {x0, . . . , xn−1} ≡ 0.

Dann für f := φ � X ∈ Cp(X) gilt

y(f) = (α0 · x0 + · · ·+ αn−1 · xn−1)(f) = α0 · f(x0) + · · ·+ αn−1 · f(xn−1) = 0.

Sei U = f−1(−1
2
, 1
2
) =⊂ φ−1(−1

2
, 1
2
) ⊂ X. Dann ist y ∈ X \ U , wobei der Abschluss in

Y berechnet ist: y ∈ X̄ und y 6∈ Ū . Aus x(f) = f(x) ≥ 1
2
für alle x ∈ X \ U ergibt sich

y(f) ≥ 1
2
(weil die Abbildung z 7→ z(f) von Lp(X) nach R stetig ist), im Widerspruch

zur oben bewiesenen Gleichung y(f) = 0.

(ii). Nach dem Lemma 1.3.7 besteht Lp(X) aus allen linearen Funktionen in Cp(Cp(X)).

Da jede Funktion im Abschluss einer Menge linearer Funktionen A ⊂ Cp(Cp(X)) wieder

linear ist, ist Lp(X) abgeschlossen in Cp(Cp(X)).

(iii) ergibt sich unmittelbar aus (i) und (ii).

1.4 Sätze von Okunev und Nagata

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es nicht homöomorphe Räume X und Y gibt,

für die Cp(X) und Cp(Y ) homöomorph sind; Unter einer zusätzlichen Voraussetzung ist

eine solche Situation allerdings nicht mehr möglich. Diese Fakten könnten, z. B., in [3,

Ch. 0, � 4 und � 6] gefunden werden, allerdings liefern wir mehr Details. Der folgende

Satz wurde zuerst von Okunev in seinem Vortrag [24] erwähnt.

Satz 1.4.1. Ist X gleich einem Produkt Y ×R, so gibt es einen linearen Homeomorphis-

mus η : Cp(X)ω → Cp(X).

Beweis. Sei Z die Menge der ganzen Zahlen mit der diskreten Topologie und X0 :=

Y ×Z ⊂ X. Sei brc die Abrundungsfunktion, die jeder reellen Zahl r die nächstliegende,

nicht gröÿere ganze Zahl zuordnet, und 〈r〉 = r−brc. Für jeden x = (y, r) ∈ X bezeichnen

wir (y, brc) bzw. (y, brc+ 1) mit x− bzw. x+. Für jede Funktion f ∈ Cp(X0) durch

θ(f)(y, r) = (1− 〈r〉) · f(x−) + 〈r〉 · f(x+)
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de�nieren wir eine Erweiterung von f auf X: Wenn x ∈ X0 (≡ r ∈ Z), dann 〈r〉 = 0

und daher θ(f)(y, r) = f(x−) = f(x). Es ist leicht einzusehen, dass θ(f) ∈ Cp(X) und

θ : Cp(X0) → Cp(X) linear ist. θ ist auch stetig: Sei x = (y, r) ∈ X und ε > 0. Dann ist

die Menge

W :=
{
f ∈ Cp(X0) : θ(f)(x) ∈ (−ε, ε)

}
=

=
{
f ∈ Cp(X0) : (1− 〈r〉) · f(y, brc) + 〈r〉 · f(y, brc+ 1) ∈ (−ε, ε)

}
in Cp(X0) o�en, weil für jede Funktion f ∈ W und

δ := min
{
|(1− 〈r〉) · f(y, brc) + 〈r〉 · f(y, brc+ 1) + ε|;

|(1− 〈r〉) · f(y, brc) + 〈r〉 · f(y, brc+ 1)− ε|
}

gilt: h ∈ W für alle h ∈ Cp(X0) mit

∣∣h(y, brc − f(y, brc
∣∣, ∣∣h(y, brc+ 1)− f(y, brc+ 1)

∣∣ < δ

2
.

Somit ist θ : Cp(X0) → Cp(X) eine stetige lineare Transformation, die jede stetige f ∈

Cp(X0) auf X erweitert.

Sei V = {g ∈ Cp(X) : g � X0 ≡ 0}. Dann ist die Abbildung ν : Cp(X0)× V → Cp(X),

ν : (f, g) = θ(f) + g, ein linearer Homeomorphismus: ν ist o�ensichtlich stetig. Wenn

ν(f0, g0) = θ(f0) + g0 = θ(f1) + g1 = ν(f1, g1),

dann gilt θ(f0 − f1) = g1 − g0, und daher

f0 − f1 = θ(f0 − f1) � X0 = (g1 − g0) � X0 ≡ 0,

und schlieÿlich 0 ≡ θ(f0−f1) = g1−g0. Somit ist ν injektiv. Für jede Funktion h ∈ Cp(X)

gilt

ν(h � X0, h− θ(h � X0)) = θ(h � X0) + (h− θ(h � X0)) = h,

und somit ist ν surjektiv. Die obere Formel impliziert, dass ν−1(h) = (h � X0, h − θ(h �

X0), was auch die Stetigkeit von ν−1 ergibt.

Da X0 eine direkte Summe von abzählbar vielen Kopien von Y ist, haben wir

Cp(X0)
lh∼= Cp(Y )ω

lh∼= (Cp(Y )ω)ω
lh∼= Cp(X)ω, (1.2)
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wobei
lh∼= �linear homöomorph� bedeutet. Der Vektorraum V ist kanonisch linear homöo-

morph zum Produkt
∏

n∈Z Vn, wobei

Vn =
{
g ∈ Cp(Y × [n, n+ 1]) : g � (Y × {n}) ≡ 0 und g � (Y × {n+ 1}) ≡ 0

}
.

Da die Vektorräume Vn, n ∈ Z, paarweise linear homöomorph sind (zum Beispiel ist die

Abbildung Vn 3 g 7→ g′ ∈ Vm, g′(y, k) = g(y, k + (m− n)), ein linearer Homeomorphis-

mus), gilt

V
lh∼=
∏
n∈Z

Vn
lh∼= V ω

0

lh∼= (V ω
0 )ω

lh∼= V ω (1.3)

Aus den Gleichungen (1.2) und (1.3) ergibt sich

Cp(X)
lh∼= Cp(X0)× V

lh∼= Cp(X0)
ω × V ω

lh∼= (Cp(X0)× V )ω
lh∼= Cp(X)ω.

Folgerung 1.4.2. Cp(R)
lh∼= Cp(R)ω

lh∼= Cp(R×Z), obwohl R und R×Z nicht homöomorph

sind.

Beweis. Der erste Teil folgt aus dem Satz 1.4.1. R und R × Z sind nicht homöomorph,

weil R zusammenhängend ist und R× Z nicht.

De�nition 1.4.3. Ein topologischer Ring ist ein Ring (R,+, ·) samt einer Topologie τ

auf der Grundmenge R, sodass + : R × R → R, − : R → R und · : R × R → R stetig

sind. Die ersten zwei Bedingungen bedeuten, dass (R,+, τ) eine topologische Gruppe ist.

2

Anmerkung 1.4.4. In der Regel erhält man eine Topologie auf einem (kommutativen)

Ring R, indem man eine gegenüber endlichen Schnitten abgeschlossene Familie B der

Nullumgebungen de�niert, und setzt

Bx :=
{
x+ U = {x+ r : r ∈ U} : U ∈ B

}
,

wobei Bx eine Umgebungsbasis für x bezeichnet. In diesem Fall können wir die Stetigkeit

von + : R × R → R und − : R → R allein mit Nullumgebungen charakterisieren (siehe,

z.B., [12]): + : R×R→ R und − : R→ R sind genau dann stetig, wenn

∀U ∈ B ∃V ∈ B
(
V − V := {r0 − r1 : r0, r1 ∈ V } ⊂ U

)
. (1.4)
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gilt. Tatsächlich, wenn + und − stetig sind, dann so ist auch die Abbildung R × R 3

(r0, r1) 7→ r0 − r1 ∈ R als eine Hintereinanderausführung deren. Die Stetigkeit dieser

Funktion in (0, 0) ist äquivalent zu (1.4).

Für die Umkehrung nehmen wir eine o�ene Umgebung U von −r. Dann ist r+U ∈ B,

und daher gibt es V ∈ B, sodass V − V ⊂ r+U gilt. Insbesondere 0− V = −V ⊂ r+U ,

was −r − V = −(r + V ) ⊂ U ergibt und somit die Stetigkeit von “−′′ beweist. Da “−′′

eine Bijektion ist, die ihrer Umkehrfunktion gleich ist, ist “−′′ ein Homeomorphismus

von R nach R. Daher können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass

−V ∈ B für alle V ∈ B gilt. Deswegen impliziert (1.4) auch

∀U ∈ B ∃W ∈ B
(
W +W ⊂ U

)
,

wir könnten, z. B., die Umgebung V aus (1.4) nehmen und W := V ∩ (−V ) setzen. Sei

nun U eine o�ene Umgebung von r0 + r1. Dann gilt −(r0 + r1) + U ∈ B, daher gibt es

W ∈ B mit W +W ⊂ −(r0 + r1) + U . Dann haben wir

(r0 + r1) +W +W = (r0 + w) + (r1 +W ) ⊂ U,

was die Stetigkeit von “+′′ beweist.

Die Multiplikation ist genau dann stetig, wenn es für jede Umgebung U ∈ B von r0r1 ∈

R Umgebungen V0 3 r0, V1 3 r1 gibt, sodass V0 · V1 = {x0 · x1 : x0 ∈ V0, x1 ∈ V1} ⊂ U

gilt.

Die Linksmultiplikation mit einem festen Element c ∈ R, also die Abbildung R 3

r 7→ cr ∈ R, ist genau dann stetig, wenn es für jede Umgebung U ∈ B eine Umgebung

V ∈ B gibt, sodass cV := {cr : r ∈ V } ⊂ U gilt. Genauso lässt sich auch die Stetigkeit

der Rechtsmultiplikation mit c ∈ R charakterisieren: ∀U ∈ B∃V ∈ B(V c = {rc : r ∈

V } ⊂ U). Im Fall eines kommutativen Ringes sind die beiden Bedingungen o�ensichtlich

gleichwertig. Die Stetigkeit von · : R × R → R ist nicht äquivalent zur Disjunktion der

Stetigkeiten von Rechts- und Linksmultiplikationen, das entsprechende Beispiel ist aber

für unsere Zwecke irrelevant. 2

Beispiel 1.4.5. Cp(X) ist mit der punktweisen Addition und punktweisem Produkt ein

topologischer Ring. 2
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De�nition 1.4.6. Topologische Ringe R0, R1 heiÿen topologisch isomorph, wenn es einen

Isomorphismus φ : R0 → R1 gibt, der gleichzeitig ein Homeomorphismus ist. Solche

Abbildungen φ heiÿen topologische Isomorphismen. 2

Der folgende Satz wurde in [22] bewiesen.

Satz 1.4.7. Seien X, Y vollständig-reguläre Räume. Sind Cp(X) und Cp(Y ) topologisch

isomorph, so sind X und Y homöomorph.

Beweis. In diesem Beweis nennen wir eine Abbildung φ : Cp(X)→ R multiplikativ, wenn

φ(f · g) = φ(f) · φ(g) für alle f, g ∈ Cp(X) gilt, wobei f · g das punktweise Produkt von

f, g bezeichnet. Sei X1 die Familie aller φ ∈ Lp(X) \ {0}, die multiplikativ sind. Es gilt

X ⊂ X1: x(f · g) = (f · g)(x) = f(x)g(x) = x(f)x(g). Jeder topologische Isomorphismus

θ : Cp(X)→ Cp(Y ) erzeugt einen Homeomorphismus θ1 zwischen X1 und Y1:

θ1(φ)(h) := φ(θ−1(h)),

wobei φ ∈ X1 und h ∈ Cp(X). Daher reicht es zu zeigen, dass X1 = X.

Sei φ ∈ X1. Da φ 6= 0, es gibt n ∈ ω, n ≥ 1, x0, . . . , xn−1 ∈ X, und α0, . . . , αn−1 ∈ R,

sodass φ = α0 · x0 + · · · + αn−1 · xn−1, xi 6= xj für i 6= j, und αi 6= 0 für i < n. Es gibt

zwei Möglichkeiten.

1. n > 1. Nehmen wir h0, h1 ∈ Cp(X), sodass hi(xi) = 1
αi

und fi(xj) = 0 für alle

i ∈ {0, 1} und j 6= i. Dann haben wir

φ(hi) = (α0 · x0 + · · ·+ αn−1 · xn−1)(hi) = α0 · hi(x0) + · · ·+ αn−1 · hi(xn−1) =

= αihi(xi) =
αi
αi

= 1,

wobei i ∈ {0, 1}. Auf der anderen Seite gilt

φ(h0 · h1) = (α0 · x0 + · · ·+ αn−1 · xn−1)(h0 · h1) =

= α0 · (h0 · h1)(x0) + · · ·+ αn−1 · (h0 · h1)(xn−1) = α0(h0 · h1)(x0) + α1(h0 · h1)(x1) = 0,

was zu φ(h0 · h1) = φ(h0) · φ(h1) = 1 · 1 = 1 in Widerspruch steht.

2. n = 1, also φ = α0x0. Dann für Cp(X) 3 h ≡ 1 gilt h · h = h, was φ(h) = φ(h · h) =

φ(h)2 und somit φ(h) ∈ {0, 1} ergibt. Auf der anderen Seite gilt φ(h) = α0x0(h) =

α0h(x0) = α0. Aus α0 6= 0 ergibt sich α0 = 1, also φ = x0 ∈ X.
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Der obere Satz ergänzt den Satz 1.4.1 samt der Folgerung 1.4.2, weil jeder topologische

Isomorphismus φ der Ringe Cp(X), Cp(Y ) ein linearer Homeomorphismus ist. Tatsächlich,

für jede natürliche Zahl n > 0 und f ∈ Cp(X) gilt

φ(nf) = φ(f + · · ·+ f︸ ︷︷ ︸
n Mal

) = φ(f) + · · ·+ φ(f)︸ ︷︷ ︸
n Mal

= nφ(f).

Sei nun auch m ∈ ω, m > 0. Dann für g = nf
m

haben wir

nφ(f) = φ(nf) = φ(mg) = mφ(g),

und daher φ(g) = φ(nf
m

) = n
m
φ(f). Aus der Stetigkeit von φ ergibt sich nun φ(αf) = αφ(f)

für alle α ≥ 0, und somit auch für negative α, weil φ(−f) = φ(f).

Für kompakte Räume X kann man die Topologie von X direkt aus der algebraischen

Struktur von Cp(X) gewinnen (siehe [28, Theorem 7.7.1] oder [26, Satz. 15.9], wo man

einen in sich abgeschlossenen Beweis �ndet):

Satz 1.4.8. Zwei kompakte Hausdor�-Räume X und Y sind genau dann homöomorph,

wenn die Ringe Cp(X) und Cp(Y ) isomorph sind.



Kapitel 2

Überdeckungseigenschaften und

Mengenwertige Abbildungen

2.1 Ordinal- und Kardinalzahlen

Hier sammeln wir grundlegende Fakten und De�nitionen in Bezug auf Ordinal- und

Kardinalzahlen. Diese kommen in der Regel als Hilfsmittel in Vorlesungen über Topologie

vor, wir beschreiben daher keine Beweise. Vielmehr wollen wir entsprechende Bezeichnun-

gen in den kommenden Abschhnitten erklären. Unsere Darstellung folgt [20, Kapitel 9].

De�nition 2.1.1. • Sei R eine Relation auf einer Menge A. Ein Tupel 〈A,R〉 heiÿt

Wohlordnung genau dann, wenn 〈A,R〉 eine Ordnung ist, in der jede nicht leere

Teilmenge B von A ein R-minimales Element hat, das heiÿt

∀B ⊂ A
(
(B 6= ∅)→ ∃x ∈ B ∀y ∈ B (¬y Rx)

)
.

• Eine Menge A heiÿt transitiv, wenn A elle Elemente ihrer Elemente enthält, also

∀x ∈ A ∀y ∈ x (y ∈ A).

• Eine Menge X heiÿt Ordinalzahl genau dann, wenn X transitiv ist und 〈x,∈〉 eine

Wohlordnung ist. 2

Ist x eine Ordinalzahl und y ∈ x, so ist auch y eine Ordinalzahl.

28
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Zu jeder Ordinalzahl α kann man ihren Nachfolger S(α) = α ∪ {α} de�nieren. So

entstehen natürliche Zahlen: 0 := ∅, 1 := {0} = S(0), ..., n + 1 = {0, 1, . . . , n} = S(n),

..., die alle Ordinalzahlen sind. α heiÿt Nachfolgerordinalzahl genau dann, wenn α =

S(β) für eine Ordinalzahl β. Sonst heiÿt α Limesordinalzahl. Zum Beispiel ist ω eine

Limesordinalzahl (die dank dem Unendlichkeitsaxiom existiert). So ist eine Ordinalzahl

α eine natürliche Zahl (≡ element von ω) genau dann, wenn alle β ≤ α Nachfolger sind.

Als Nächstes präsentieren wir die Klassi�kation aller Wohlordnungen bis auf Isomor-

phie. Im Allgemeinen sind Klassi�kationsaufgaben in der Mathematik kaum möglich. Bei

den Wohlordnungen wird dies nicht der Fall sein.

De�nition 2.1.2. Sei 〈A,R〉 ein geordnetes Paar, x ∈ A. Die Menge pred(A, x,R) =

{y ∈ A : yRx} heiÿt die Vorgängermenge von x in 〈A,R〉. 2

Das nächste Faktum ist auch als der Trichotomiesatz für Wohlordnungen bekannt

Satz 2.1.3. Seien 〈A,R〉, 〈B, S〉 Wohlordnungen. Dann gilt genau eine der folgenden

Aussagen:

(i) 〈A,R〉 ∼= 〈B, S〉 oder

(ii) Es gibt x ∈ A, sodass pred(A, x,R) ∼= 〈B, S〉 oder

(iii) Es gibt y ∈ B, sodass pred(B, y, S) ∼= 〈A,R〉

Der obere Trichotomiesatz impliziert das nächste fundamentale Faktum.

Satz 2.1.4. Sind x, y Ordinalzahlen, so gilt

(x = y) ∨ (x ∈ y) ∨ (y ∈ x). 2

Die Kardinalzahlen werden in der Regel mithilfe des folgenden Satzes (Wohlordnungs-

satz) von Zermelo eingeführt:

Satz 2.1.5. Das Auswahlaxiom ist äquivalent dazu, dass es für jede Menge A eine Wohl-

ordnung R auf A gibt. 2

Mithilfe der Abbildung φ, die jedem Element a ∈ A die Menge {φ(x) : x ∈ A, xR a}

rekursiv zuordnet (diese φ heiÿt Mostowski-Kollaps), beweist man
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Folgerung 2.1.6. Das Auswahlaxiom ist äquivalent dazu, dass es für jedes X eine Or-

dinalzahl α und eine Bijektion f : X → α gibt. 2

Die obere Korollar samt dem Faktum, dass es in jeder Menge von Ordinalzahlen die

kleinste gibt, motiviert die folgende

De�nition 2.1.7. • Für eine Menge A sei |A| die kleinste Ordinalzahl α, sodass es

eine Bijektion f : A→ α gibt. |A| heiÿt die Mächtigkeit oder Kardinalität von A.

• α ist eine Kardinalzahl genau dann, wenn |α| = α. Zum Beispiel ist |A| eine Kardi-

nalzahl für jede Menge A. 2

Der folgende Satz wird wahrscheinlich am öftesten in Berechnungen der Mächtigkeiten

in der mengentheoretischen Topologie verwendet.

Satz 2.1.8. • |A| = |An| = |A<ω| für jede unendliche Menge1 A und n ∈ ω, n ≥ 1.

• |A×B| = max{|A|, |B|}, wobei A,B unendlich sind.

• |A| ≤ |B| wenn es eine surjektive Abbildung f : B → A (≡ eine injektive Abbildung

g : A→ B) gibt.

2.2 Überdeckungseigenschaften

De�nition 2.2.1. Sei X ein topologischer Raum. Die Lindelöf-Zahl von X, l(X), ist die

kleinste Kardinalzahl κ sodass jede o�ene Überdeckung U von X eine Teilüberdeckung

U0 besitzt, deren Kardinalität |U0| kleiner oder gleich κ ist.

Topologische Räume X mit l(X) ≤ ω werden Lindelöf-Räume genannt. Anders ausge-

drückt, X ist ein Lindelöf-Raum genau dann, wenn jede o�ene Überdeckung eine höchs-

tens abzählbare Teilüberdeckung besitzt. 2

Das folgende Beispiel �ndet man in [10, S. 17].

1Hier A<ω :=
⋃

n∈ω An
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Beispiel 2.2.2. Sei κ eine Kardinalzahl. Wenn der topologische Raum X eine Basis B

mit |B| ≤ κ hat, dann ist l(X) ≤ κ. Insbesondere ist jeder Raum X mit abzählbarer Basis

ein Lindelöf-Raum. Tatsächlich, sei U eine o�ene Überdeckung von X. Für jede Menge

U ∈ U gibt es BU ⊂ B mit U =
⋃
{B : B ∈ BU}. Für jede Menge B ∈ B0 :=

⋃
U∈U BU

�nden wir U(B) ∈ U , sodass B ∈ BU(B) (und daher B ⊂ U(B)). So ergibt sich

X =
⋃
U =

⋃
{∪BU : U ∈ U} =

⋃
B0 ⊂

⋃
{U(B) : B ∈ B0} ⊂ X,

und deshalp ist {U(B) : B ∈ B0} eine Teilüberdeckung von U mit |{U(B) : B ∈ B0}| ≤

|B0| ≤ |B| ≤ κ.

Topologische Räume müssen aber nicht eine Basis B mit Kardinalität gleich der

Lindelöf-Zahl besitzen: Z.B., der Satz von Tychono� besagt, dass X := {0, 1}κ kom-

pakt für jede Kardinalzahl κ ist (und deswegen l(X) ≤ ω), aber es gibt o�ensichtlich

keine Basis B für X mit |B| < κ. 2

Wir werden uns auch mit anderen Überdeckungseigenschaften beschäftigen, die von

kombinatorischer Natur sind.

De�nition 2.2.3. Ein topologischer Raum X heiÿt Menger-Raum (oder, äquivalent, hat

die Überdeckungseigenschaft von Menger), wenn für jede Folge 〈Un : n ∈ ω〉 von o�enen

Überdeckungen von X es eine Folge 〈Vn : n ∈ ω〉 gibt, sodass jede Vn eine endliche

Teilmenge von Un ist, und die Familie {∪Vn : n ∈ ω} eine Überdeckung von X ist.

Verlangt man in der oberen De�nition zusätzlich, dass die Menge {n ∈ ω : x 6∈

∪Vn} für jedes x ∈ X endlich ist (solche Überdeckungen heiÿen γ-Überdeckungen), so

de�niert man Hurewicz-Räume (oder, äquivalent, Räume mit Überdeckungseigenschaft

von Hurewicz.) 2

Hurewicz-Räume wurden von Hurewicz in [14] eingeführt. Die obere De�nition von

Menger-Räumen, die heutzutage üblich ist, wurde ebenfalls von Hurewicz eingeführt.

Man verwendet den Namen �Menger-Raum�, weil Hurewicz in [13] bewiesen hat, dass für

Teilräume von R seine Eigenschaft einer anderen äquivalent ist, die von Menger in [21]

betrachtet wurde.

Ein topologischer Raum heiÿt σ-kompakt, wenn er sich als abzählbare Vereinigung

kompakter Teilräume schreiben lässt. Die σ-Kompaktheit ist eine natürliche Abschwä-

chung des topologischen Begri�s der Kompaktheit. Die reellen Zahlen bilden einen nicht
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kompakten Raum, der σ-kompakt ist, weil R =
⋃
n∈ω[−n, n] und jedes abgeschlossene

Interval kompakt ist.

Beispiel 2.2.4. Jeder σ-kompakte Raum X ist ein Hurewicz-Raum, und jeder Hurewicz-

Raum ist ein Menger-Raum.

Die zweite Implikation ist o�ensichtlich, weil es in der De�nition von Hurewicz-Räumen

einfach mehr verlangt wurde, als in der von Menger-Räumen. Um die erste Implikation

zu beweisen, betrachten wir einen Raum X =
⋃
n∈ωKn, wobei jeder Teilraum Kn kom-

pakt ist, und eine Folge 〈Un : n ∈ ω〉 von o�enen Überdeckungen von X. Weil eine

endliche Vereinigung von kompakten Teilräumen wieder kompakt ist, für jede n �ndet

man eine endliche Teilmenge Vn von Un, sodass gilt
⋃
i≤nKi ⊂ ∪Vn. Sei x ∈ X und

i ∈ ω, sodass x ∈ Ki. Dann für jede n ≥ i gilt x ∈
⋃
i≤nKi ⊂ ∪Vn. Somit hat X die

Überdeckungseigenschaft von Hurewicz. 2

Es gibt einen Hurewicz-Teilraum X von R, der nicht σ-kompakt ist, siehe [15, Theo-

rem 5.1]. Es gibt auch einen Menger-Teilraum X von R, der nicht Hurewicz-Raum ist,

siehe [8]. Wir werden uns aber in dieser Arbeit mit diesen Konstruktionen nicht beschäf-

tigen.

Das nächste Lemma könnte als �Folklore� betrachtet werden.

Lemma 2.2.5. Seien Xn, n ∈ ω, Menger- (bzw. Hurewicz-)Teilräume von einem topo-

logischen Raum X. Dann ist auch Z :=
⋃
n∈ωXn ein Menger- (bzw. Hurewicz-)Teilraum

von X.

Beweis. Seien 〈Um : m ∈ ω〉 o�ene Überdeckungen von Z. Ohne Beschränkung der

Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass alle Um aus o�enen Teilmengen von X

bestehen.

Zuerst werden wir den Fall von Menger-Räumen betrachten. Sei ω =
⋃
n∈ω An eine

Zerlegung, wobei jede An unendlich ist. Für jede n gibt es eine Folge 〈Vnm : m ∈ An〉,

sodass jede Vnm eine endliche Teilmenge von Um ist, und die Familie {∪Vnm : m ∈ An}

eine Überdeckung von Xn ist. Dann ist {∪Vnm : n ∈ ω,m ∈ An} eine Überdeckung von

Z =
⋃
n∈ωXn.

Seien jetzt {Xn : n ∈ ω} Hurewicz-Räume. Für jede n ∈ ω gibt es eine Folge 〈Vnm : m ∈

ω〉, sodass jede Vnm eine endliche Teilmenge von Um ist, und die Familie {∪Vnm : m ∈ ω}
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eine γ-Überdeckung von Xn ist. Jetzt nehmen wir als Vm die Vereinigung
⋃
n≤m Vnm und

behaupten, dass {∪Vm : m ∈ ω} eine γ-Überdeckung von Z ist. Sei also m ∈ ω und x ∈

Xm. Da {∪Vnm : m ∈ ω} eine γ-Überdeckung von Xn ist, gibt es eine m0 ∈ ω mit x ∈ ∪Vnm
für alle m ≥ m0. Dann für alle m ≥ max{m0, n} gilt x ∈ ∪Vnm ⊂ ∪

⋃
i≤m V im = ∪Vm.

Der unten de�nierte Baire-Raum hilft oft, die Überdeckungseigenschaften von Menger

und Hurewicz besser zu verstehen.

De�nition 2.2.6. Die Grundmenge des Baire-Raums ist die Menge ωω aller Folgen von

natürlichen Zahlen. Die Topologie des Baire-Raums lässt sich als die abzählbare Produkt-

topologie der diskreten Topologie über ω de�nieren. 2

Da die diskrete Topologie metrisierbar ist, ist auch der Baire-Raum metrisierbar, es

lässt sich auch eine einfache Metrik konkret angeben:

d(x, y) = 2−min{n:x(n)6=y(n)}

wenn x 6= y und d(x, y) = 0 sonst. d ist sogar eine Ultrametrik, das heiÿt d(x, z) ≤

max{d(x, y), d(y, z)} für alle x, y, z ∈ ωω. Die Vollständigkeit von 〈ωω, d〉 lässt sich analog

(und sogar einfacher) zu den reellen Zahlen zeigen.

Jeder Punkt x im Baire-Raum hat die Familie aller Mengen {[x � n] : n ∈ ω} als

abzählbare Umgebungsbasis, wobei hier [x � n] = {z ∈ ωω : x � n = z � n}; Anders

ausgedrückt, [x � n] besteht aus allen z ∈ ωω, sodass die ersten n Stellen von z mit denen

von x übereinstimmen. Dies erlaubt eine natürliche Charakterisierung der Stetigkeit einer

Funktion f : Z → ωω: f ist stetig in z ∈ Z genau dann, wenn für jede n ∈ ω eine o�ene

Umgebung U 3 z existiert, sodass für alle z′ ∈ U gilt f(z′) � n = f(z) � n.

Die folgende Relation auf ωω spielt eine wichtige Rolle in den Untersuchungen über

die Überdeckungseigenschaften von Menger und Hurewicz:

x ≤∗ y Def.⇐⇒ ∃n0 ∈ ω ∀n ≥ n0

(
x(n) ≤ y(n)

)
.

Eine Teilmenge D ⊂ ωω heiÿt

• dominierend (hinsichtlich der Relation ≤∗), wenn für jedes x ∈ ωω es ein d ∈ D

gibt, sodass x ≤∗ d;
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• begrenzt (hinsichtlich der Relation ≤∗), wenn es x ∈ ωω gibt, sodass d ≤∗ x für alle

d ∈ D.

Lemma 2.2.7. Ein Hurewicz- bzw. Menger-Teilraum X von ωω ist begrenzt bzw. nicht

dominierend.

Beweis. Für jede n, k ∈ ω sei Un
k = {x ∈ ωω : x(n) = k}. Jede Un

k ist eine gleichzeitig

o�ene und abgeschlossene Teilmenge von ωω. Wir werden die Folge 〈Un : n ∈ ω〉 von

o�enen Überdeckungen von ωω (und daher auch von X) untersuchen, wobei Un = {Un
k :

k ∈ ω}.

Zuerst werden wir den Fall von Menger-Räumen betrachten. Sei wieder ω =
⋃
i∈ω Ai

eine Zerlegung, wobei jedeAn unendlich ist. Aus der Überdeckungseigenschaft von Menger

ergibt sich unmittelbar eine Folge 〈Vn : n ∈ ω〉, sodass jede Vn eine endliche Teilmenge

von Un ist, und für jede i ∈ ω die Familie {∪Vn : n ∈ Ai} eine Überdeckung von X ist.

Seien Kn die endliche Teilmenge von ω mit Vn = {Un
k : k ∈ Kn} und z(n) = maxKn.

Es bleibt zu zeigen, dass z 6≤∗ x (äquivalent: die Menge J = {n ∈ ω : x(n) ≤ z(n)} is

unendlich) für alle x ∈ X gilt. Wir zeigen, dass J ∩Ai 6= ∅ für alle i ∈ ω. Sei also n ∈ Ai
mit x ∈ ∪Vn =

⋃
k∈Kn U

n
k . Dann gilt x(n) ∈ Kn, also gilt x(n) ≤ maxKn = z(n), und

daher n ∈ J ∩ Ai. Damit ist der �Menger-Teil� bewiesen.

Nun betrachten wir den Fall von Hurewicz-Räumen. Aus der Überdeckungseigenschaft

von Hurewicz ergibt sich unmittelbar eine Folge 〈Vn : n ∈ ω〉, sodass jede Vn eine endliche

Teilmenge von Un ist, und die Familie {∪Vn : n ∈ ω} eine γ-Überdeckung von X ist. Seien

wieder Kn die endliche Teilmenge von ω mit Vn = {Un
k : k ∈ Kn} und z(n) = maxKn.

Es bleibt zu zeigen, dass x ≤∗ z für alle x ∈ X gilt. Es gibt n0 ∈ ω mit x ∈ ∪Vn für

alle n ≥ n0. Dies bedeutet schlieÿlich x(n) ∈ Kn, also gilt x(n) ≤ maxKn = z(n) für alle

n ≥ n0.

Das obere Lemma in einer anderen Form �ndet man schon in [14], siehe auch den

nächsten Abschnitt.
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2.3 Mengenwertige und (halb)stetige von oben Abbil-

dungen

In diesem Abschnitt werden wir mengenwertige Abbildungen, also Abbildunden Ψ :

Z → P(T ) = {Y : Y ⊂ T} (manchmal werden wir auch Ψ : Z ⇒ T schreiben), und ihre

einfache topologische Eigenschaften betrachten, wobei T, Z topologische Räume sind. Wir

werden uns überwiegend mit dem Fall T = {0, 1}X beschäftigen, wobei X eine unendliche

Menge ist und {0, 1}X mit der Produkttopologie versehen ist. Die Indikatorfunktionen

liefern eine natürliche Identi�zierung

πX = π : P(X) 3 A 7→ χA ∈ {0, 1}X

von {0, 1}X und der Potenzmenge P(X), wobei χA(x) = 1 wenn x ∈ A und χA(x) = 0

sonst. Es ist manchmal praktischer, mit P(X) versehen mit der Topologie τ0 bestehend

aus Mengen π−1[U ] für U o�en in {0, 1}X in der Produkttopologie zu arbeiten, anstatt

direkt mit dem Raum {0, 1}X . So besteht die Basis von Umgebungen von Y ∈ P(X) aus

Mengen

[s, t] = {Y ′ ⊂ X : s ⊂ Y ′, t ∩ Y ′ = ∅},

wobei s, t endliche disjunkte Teilmengen von X sind. Aus dem Satz von Tychono� ergibt

sich, dass 〈P(X), τ0〉 kompakt ist, einfach weil {0, 1}X mit der Produkttopologie so ist.

Für A ⊂ X wird durch ↑ A die folgende Teilmenge von P(X) de�niert: ↑ A = {B ⊂

X : A ⊂ B}. Es folgt aus der De�nition von τ0, dass ↑ A abgeschlossen in P(X) ist:

Wenn C 6∈↑ A, dann gibt es a ∈ A \ C, und schlieÿlich ist [∅, {a}] eine o�ene Umgebung

von C, die zu ↑ A disjunkt ist. In der Regel werden wir mengenwertige Abbildungen

Ψ : Z ⇒ P(X) verwerden, für die eine ψ : Z → P(X) \ {∅} gibt, sodass Ψ(z) =↑ ψ(z)

für jedes z ∈ Z gilt. Daher werden wir die Eigenschaften von ↑ A angehen. Zunächst

wiederholen wir einige Sätze über kompakte Räume. Der nächste Satz wurde von A.D.

Wallace bewiesen, siehe [10, 3.2.10].

Satz 2.3.1. Sei Ai ein kompakter Teilraum von einem topologischen Raum Xi, i ∈ I.

Für jede o�ene Umgebung O von
∏

i∈I Ai in
∏

i∈I Xi gibt es eine endliche J ⊂ I, und
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für jedes i ∈ J eine o�ene Umgebung Ui von Ai in Xi, für die gilt∏
i∈J

Ui ×
∏
i∈I\J

Xi ⊂ O.

Folgerung 2.3.2. Sei W eine o�ene Umgebung von ↑ A in P(X), wobei A ⊂ X, A 6= ∅.

Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A mit der Eigenschaft ↑ A ⊂↑ B ⊂ W .

Beweis. Für jedes x ∈ X sei Zx = {1} wenn x ∈ A und Zx = {0, 1} sonst. Es ist leicht

zu sehen, dass π[↑ A] =
∏

x∈X Zx. Für O := π[W ] ergibt sich aus dem Satz 2.3.1 eine

endliche B ⊂ X, und für jedes x ∈ B eine o�ene Umgebung Ux von Zx in {0, 1}, sodass∏
x∈B

Ux ×
∏

x∈X\B

{0, 1} ⊂ O.

Da Zx sowieso gleich {0, 1} für x 6∈ A ist (und daher auch Ux = {0, 1} für solche x),

ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass B ⊂ A. Es bleibt

festzuhalten, dass

↑ A ⊂↑ B = π−1[
∏
x∈B

Ux ×
∏

x∈X\B

{0, 1}] ⊂ π−1[O] = W.

De�nition 2.3.3. Seien Z, T topologische Räume und Ψ : Z ⇒ T eine mengenwertige

Abbildung. Ψ heiÿt kompaktwertig, falls Ψ(z) ein kompakter Teilraum von T für jedes z

ist. Ψ heiÿt halbstetig von oben, wenn für jedes z ∈ Z und jede o�ene Umgebung U von

Ψ(z) in T , es gibt eine o�ene in Z Menge V 3 z, sodass Ψ[V ] :=
⋃
z′∈V Ψ(z′) ⊂ U .

Das nächste Lemma könnte als �Folklore� betrachtet werden.

Lemma 2.3.4. Seien Z ein kompakter Raum (bzw. Lindelöf-Raum, Menger-Raum, Hurewicz-

Raum) und Ψ : Z ⇒ T eine kompaktwertige und halbstetige von oben Abbildung. Dann

ist Ψ[Z] :=
⋃
z∈Z Ψ(z) auch ein kompakter Teilraum (bzw. Lindelöf-Teilraum, Menger-

Teilraum, Hurewicz-Teilraum) von T .

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir T = Ψ[Z] annehmen. Wir

werden nur den Fall von Hurewicz-Räumen betrachten. Die anderen drei Fälle sind analog

und sogar einfacher.
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Sei 〈Un : n ∈ ω〉 eine Folge von o�enen Überdeckungen von T . Da Ψ kompaktwertig

ist, für jedes z ∈ Z und n ∈ ω gibt es eine endliche Teilmenge Uz,n von Un, die Ψ(z)

überdeckt. Die Halbstetigkeit von oben gibt uns eine o�ene in Z Menge Vz,n 3 z mit der

Eigenschaft Ψ[Vz,n] ⊂ ∪Uz,n. Die Familie Vn := {Vz,n : z ∈ Z} ist eine o�ene Überdeckung

von Z. Da Z ein Hurewicz-Raum ist, für jede n gibt es eine endliche Teilmenge V ′n von Vn,

sodass {∪V ′n : n ∈ ω} eine γ-Überdeckung von Z ist. Sei Zn die endliche Teilmenge von Z,

für die V ′n = {Vz,n : z ∈ Zn} gilt. Es folgt Ψ[∪V ′n] ⊂ ∪U ′n, wobei U ′n = ∪z∈ZnUz,n ∈ [Un]<ω.

Es bleibt zu zeigen, dass {∪U ′n : n ∈ ω} eine γ-Überdeckung von T ist. Sei also t ∈ T .

Es gibt z ∈ Z mit t ∈ Ψ(z). Es gibt n0 ∈ ω, sodass z ∈ ∪V ′n für alle n ≥ n0, weil

{∪V ′n : n ∈ ω} eine γ-Überdeckung von Z ist. Dann gilt:

∀n ≥ n0 (t ∈ Ψ(z) ⊂ Ψ[∪V ′n] ⊂ ∪U ′n).

Deshalb ist {∪U ′n : n ∈ ω} eine γ-Überdeckung von T .

De�nition 2.3.5. Sei Z ein topologischer Raum und ψ : Z → ωω eine Abbildung. ψ

heiÿt stetig von oben, wenn für alle m,n ∈ ω die Menge {z ∈ Z : ψ(z)(n) ≤ m} o�en ist.

Stetige von oben Abbildungen wurden in unserem Kontext in [29] verwendet. Der

nächste einfache Satz hilft, in einigen Anwendungen von kompaktwertigen halbstetigen

von oben Abbildungen Ψ : Z ⇒ ωω diese durch bestimmte �gewöhnliche� (einwertige) zu

ersetzen.

Satz 2.3.6. Sei ψ : Z → ωω eine stetige von oben Abbildung. Dann ist

Ψ : Z ⇒ ωω, Ψ : z 7→↓ ψ(z) :=
{
x ∈ ωω : ∀n ∈ ω (x(n) ≤ ψ(z)(n))

}
kompaktwertig und halbstetig von oben.

Beweis. Sei z ∈ Z und O eine o�ene Umgebung von Ψ(z). Da Ψ(z) gleich dem Produkt

endlicher Menge ist, nämlich
∏

n∈ωKn, wobei Kn = {k ∈ ω : k ≤ ψ(z)} versehen mit

diskreter Topologie, es ist kompakt. Aus dem Satz 2.3.1 ergibt sich endliche J ⊂ ω, und

für jedes n ∈ J eine o�ene Umgebung Un vonKn in ω, für die gilt
∏

n∈J Ui×
∏

i∈ω\J ω ⊂ O.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass Un = Kn für alle

n ∈ J . Aus der Stetigkeit von oben folgt, dass die Menge

Vn := {z′ ∈ Z : ψ(z′)(n) ≤ ψ(z)(n)} = {z′ ∈ Z : ψ(z′)(n) ∈ Kn} 3 z
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o�en für alle n ∈ J ist. Es bleibt zu zeigen, dass Ψ(z′) ⊂ O für alle z′ ∈
⋂
n∈J Vn. Dies

sieht man wie folgt:

{k ∈ ω : ∃x ∈ Ψ(z′) (k = x(n))} = {k : k ≤ ψ(z′)(n)} ⊂

⊂ {k : k ≤ ψ(z)(n)} = Kn = Un

für alle n ∈ J , und daher Ψ(z′) ⊂
∏

n∈J Ui ×
∏

i∈ω\J ω ⊂ O.

Folgerung 2.3.7. Sei Z ein Menger- bzw. Hurewicz-Raum und ψ : Z → ωω eine stetige

von oben Abbildung. Dann ist ψ[Z] nicht dominierend bzw. begrenzt.

Beweis. Sei Ψ : Z ⇒ ωω die mengenwertige Abbildung, die im Satz 2.3.6 de�niert wurde.

Derselbe Satz besagt, dass Ψ kompaktwertig und halbstetig von ist. Aus dem Lemma 2.3.4

ergibt sich nun, dass Ψ[Z] ein Menger-Raum bzw. Hurewicz-Raum ist. Dann ist Ψ[Z] nicht

dominierend bzw. begrenzt, siehe Lemma 2.2.7. Daher ist auch ψ[Z] nicht dominierend

bzw. begrenzt, weil ψ[Z] ⊂ Ψ[Z].

Satz 2.3.6 und Folgerung 2.3.7 wurden auch in [29, � 4] erwähnt. Für stetige Funktionen

wurde Folgerung 2.3.7 von Hurewicz in [14] bewiesen, siehe auch [15, Theorems 4.3, 4.4].



Kapitel 3

Dualitäten

3.1 Dualität zwischen der Lindelöf-Zahl und der Enge

von Räumen

De�nition 3.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Die Enge von X, t(X), ist die kleinste

Kardinalzahl κ, sodaÿ für jede Teilmenge A von X und Punkt x in der Abschlieÿung von

A, es eine Teilmenge B von A mit Kardinalität |B| ≤ κ gibt, mit der Eingenschaft x ∈ B̄.

Beispiel 3.1.2. Die Enge von jedem metrischen Raum 〈X, ρ〉 ist abzählbar: Sei x ∈ X

und A ⊂ X mit x ∈ Ā. Für jedes n ∈ ω �ndet man xn ∈ A, sodass ρ(x, xn) ≤ 1
n+1

.

Dann B = {xn : n ∈ ω} ist eine abzählbare Teilmenge von A, die x in ihrer Abschlieÿung

enthält. 2

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Lindelöf-Zahl in gewissem Sinne dual

zu der Enge via Funktionenräume ist. Die Schlussfolgerung (1)⇒ (2) im folgenden Satz

wurde zuerst in [1] bewiesen. Wir geben hier einen anderen Beweis, der von mengen-

wertigen Abbildungen Gebrauch macht. Die Schlussfolgerung (2) ⇒ (1) wurde in [25]

bewiesen. Der unten präsentierte Beweis ähnelt dem in [3, S. 54], wir haben auch einige

Details hinzugefügt.

Satz 3.1.3. Sei X ein topologischer Raum und κ eine Kardinalzahl. Folgende Aussagen

sind äquivalent:

39
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(1) l(Xn) ≤ κ für alle n ∈ ω, n ≥ 1;

(2) t(Cp(X)) ≤ κ.

Beweis. (1) ⇒ (2). Sei A ⊂ Cp(X) und f ∈ Ā. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit

können wir davon ausgehen, dass f gleich 0 ist, sonst könnten wir A′ = A− f = {a− f :

a ∈ A} und f ′ = f − f = 0 betrachten. Seien m,n ≥ 1, m,n ∈ ω. Wir betrachten die

mengenwertige Abbildung

Ψn,m : Xn ⇒ P(A), Ψ : 〈x0, . . . , xn−1〉 7→ ↑
{
a ∈ A : ∀i < n (|a(xi)| <

1

m
)
}
.

Wir zeigen nun, dass Ψn,m halbstetig von oben ist. Sei

O ⊃↑
{
a ∈ A : ∀i < n (|a(xi)| <

1

m
)
}

eine o�ene Umgebung. Aus der Folgerung 2.3.2 ergibt sich, dass es eine endliche Teilmenge

A0 von A gibt, für die O ⊃↑ A0. Seien Ui 3 xi, i < n, o�ene Umgebungen, sodass

|a(zi)| < 1
m
für alle zi ∈ Ui, a ∈ A0, und i < n. Es ist jetzt leicht einzusehen, dass

Ψ[
∏
i<n

Ui] =
⋃
{Ψ〈z0, . . . , zn−1〉 : ∀i < n (zi ∈ Ui)} ⊂↑ A0 ⊂ O,

was die Halbstetigkeit von oben von Ψ bedeutet. Aus dem Lemma 2.3.4 folgt, dass

l(Ψn,m[Xn]) ≤ κ für alle m,n gilt, und daher auch l(Y ) ≤ κ, wobei

Y :=
⋃
{Ψn,m[Xn] : n,m ∈ ω} ⊂ P(A).

Weil 0 in der Abschlieÿung von A liegt, enthält Y nicht die leere Menge: Für alle

〈x0, . . . .xn−1〉 gibt es a ∈ A für die ∀i < n (|a(xi)| < 1/m) gilt (sonst hätten wir 0 6∈ Ā),

also a ∈ B für alle B ∈ Ψn,m〈x0. . . . , xn−1〉. Es folgt damit, dass O := {Oa : a ∈ A},

wobei Oa =↑ {a} ⊂ P(A), eine o�ene Überdeckung von Y ist. Da l(Y ) ≤ κ, gibt es eine

Teilüberdeckung {Oai : i < κ} von O. Es bleibt zu zeigen, dass 0 in der Abschlieÿung von

{ai : i < κ} liegt. Um dies einzusehen, wählen wir n,m > 0 und 〈x0, . . . , xn−1〉 ∈ Xn.

Also folgt

∃α < κ (
{
a ∈ A : ∀i < n(|a(xi)| <

1

m
) ∈ ↑ {aα}

}
),

was

∃α < κ (aα ∈
{
a ∈ A : ∀i < n(|a(xi)| <

1

m
)
}

)
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bedeutet, und daher |aα(xi)| < 1
m
für alle i < n; somit 0 ∈ {aα : α < κ}.

(2) ⇒ (1). Seien κ = t(Cp(X)), n ≥ 1, und U eine o�ene Überdeckung von Xn. Wir

nennen eine endliche Menge V von o�enen Teilmengen von X U-klein, wenn gilt

∀V0, . . . , Vn−1 ∈ V ∃G ∈ U (
∏
i<n

Vi ⊂ G).

Sei V die Familie von allen U -kleinen Mengen. Für eine U -kleine Menge V ∈ V sei AV =

{f ∈ Cp(X) : f � (X \ ∪V) ≡ 0} und A =
⋃
{AV : V ∈ V}. Wir zeigen nun, dass die

konstante Funktion 1 in der Abschlieÿung von A liegt. Sei K = {x0, . . . , xn−1} ⊂ X, und

für jede i < n sei Wi eine o�ene Umgebung von xi, für die gilt

∀j0, . . . , jn−1 < n ∃ U ∈ U (
∏
i<n

Wji ⊂ U).

Die Existenz von solchen Umgebungen ergibt sich aus der Endlichkeit der Menge aller

Folgen 〈j0, . . . , jn−1〉 wie oben. Es gibt f ∈ Cp(X), sodass f � K ≡ 1 und f � (X \⋃
i<nWi) ≡ 0 (weil X vollständig-regulär ist). Da W := {Wi : i < n} o�ensichtlich U -

klein ist, ergibt sich damit f ∈ AW ⊂ A und deshalb 1 ∈ Ā. Aus t(Cp(X)) = κ folgt, dass

es B ⊂ A gibt, sodass |B| ≤ κ und 1 ∈ B̄. Da B ⊂ A, für jede Funktion h ∈ B gibt es

Vh ∈ V, sodass h ∈ AVh . Sei h ∈ B und für jede endliche Folge ~V := 〈V0, . . . , Vn−1〉 ∈ Vnh
sei Uh,~V ∈ U , für die

∏
i<n Vi ⊂ Uh,~V gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass U0 := {Uh,~V : h ∈ B, ~V ∈ Vnh} eine Überdeckung von Xn ist.

Seien 〈x0, . . . , xn−1〉 ∈ Xn und h ∈ B, sodass h(xi) > 0 für alle i < n. Aus h � (X\∪Vh) ≡

0 ergibt sich {x0, . . . , xn−1} ⊂ ∪Vh und daher gibt es ~V = 〈V0, . . . , Vn−1〉 ∈ Vnh mit xi ∈ Vi.

Schlieÿlich erhalten wir

〈x0, . . . , xn−1〉 ∈
∏
i<n

Vi ⊂ Uh,~V ∈ U0.

3.2 Die Dichtheit von Cp(X)

Wie der Titel suggeriert, in diesem Abschnitt werden wir die Dichtheit von Cp(X) in

Bezug auf die Eigenschaften von X untersuchen.
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De�nition 3.2.1. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Die kleinste Kardinalität |B| einer

Basis von τ bezeichnen wir als w(X, τ).

iw(X) = min
{
|B| : B ist eine Basis einer vollständig-regulären Topologie τ ′ ⊂ τ auf X

}
.

Die kleinste Kardinalität |Y | einer dichten Teilmenge Y von X bezeichnen wir als d(X, τ)

und nennen die Dichte (oder Dichtheit) von X. 2

Beispiel 3.2.2. 1. w(RX) = |X| für jede unendliche Menge X. Tatsächlich, seien I =

{(a, b) : a, b ∈ Q, a < b} und

B =
{ ⋂
x∈A

π−1x h(x) | A ⊂ X ist endlich, h : A→ I
}
.

B ist eine Basis für die Produkttopologie auf RX : Für jeden t ∈ RX und o�ene W ⊂ RX ,

die t enthält, �ndet man leicht B ∈ B, sodass t ∈ B ⊂ W . Die Kardinalität von B können

wir mithilfe des Satzes 2.1.8 auf folgende Weise einschätzen:

|B| ≤
∣∣{A : A ⊂ X endlich

}
× I<ω

∣∣ ≤ |X<ω × I<ω| =

= max{|X<ω|, |I<ω|} = max{|X|, ω} = |X|.

Für die andere Richtung nehmen wir eine unendliche Familie W o�ener nicht leerer

Teilmengen von RX mit |W| < |X|, und für jede W ∈ W �nden wir eine Teilmenge

OW =
⋂
x∈AW π−1x (Ox,W ), wobei AW ⊂ X endlich ist, und Ox,W ⊂ R o�en für alle x ∈ AW

ist. OW existiert, weil solche Teilmengen von RX eine Basis der Produkttopologie bilden.

Sei x∗ ∈ X \
⋃
{AW : W ∈ W}. Solcher x∗ existiert, weil

|
⋃
{AW : W ∈ W}| ≤ |ω ×W| = max{ω, |W|} < |X|.

Wir zeigen nun, dass

∀W ∈ W
(
OW 6⊂ π−1x∗ (−1, 1)

)
. (3.1)

Tatsächlich, jede Menge OW enthält einen Punkt z ∈ RX mit z(x∗) = 2, und π−1x∗ (−1, 1)

hat keine solchen Elemente. Aus (3.1) ergibt sich, dass auch W 6⊂ π−1x∗ (−1, 1) für alle

W ∈ W gilt, und somit ist W keine Basis für die Produkttopologie auf RX .

2. Wenn f : X → Y eine injektive stetige Funktion ist, wobei Y vollständig-regulär ist,

dann gilt iw(X) ≤ w(Y ): Ist B eine Basis für die Topologie auf Y , so ist die Familie

{f−1[U ] : U ∈ B} eine Basis für eine vollständig-reguläre Topologie auf X, die in der

anfänglichen Topologie von X enthalten ist. 2



3.2. DIE DICHTHEIT VON CP (X) 43

Den abzählbaren Fall des folgenden Satzes, der in [23] bewiesen wurde, werden wir im

Beweis vom Satz 3.4.3 verwenden.

Satz 3.2.3. d(Cp(X)) = iw(X) für jeden vollständig-regulären Raum X.

Zuerst beweisen wir den folgenden

Hilfssatz 3.2.4. iw(Cp(X)) ≤ d(X) für jeden vollständig-regulären Raum X.

Beweis. Sei Y ein Teilraum von X, der dicht in X liegt und Kardinalität d(X) hat.

Aus dem Hilfssatz 1.2.1(iii) ergibt sich, dass die Einschränkung pY : Cp(X) → Cp(Y ),

pY : f 7→ f � Y , injektiv ist. Deswegen

iw(Cp(X)) ≤ w(Cp(Y )) ≤ w(RY ) ≤ |Y | = d(X),

siehe Beispiel 3.2.2.

Hilfssatz 3.2.5. d(Cp(X)) ≤ w(X) für jeden vollständig-regulären Raum X.

Beweis. Seien B eine Basis für X mit |B| = w(X),

U =
{
U : U ⊂ B ist endlich und {Ū : U ∈ U} ist disjunkt

}
,

TU = QU für jede U ∈ U, und für jede h ∈ TU sei f(h,U) : X → R eine stetige Funktion,

sodass f(h,U) � Ū ≡ h(U) für alle U ∈ U gilt. Dann liegt

D =
{
f(h,U) : U ∈ U, h ∈ QU

}
dicht in RX (und somit auch in Cp(X)): Nehmen wir eine o�ene TeilmengeW =

⋂
x∈A π

−1
x (Ox),

wobei A ∈ [X]<ω und Ox ⊂ R o�en für alle x ∈ A ist. Für jeden Punkt x ∈ A sei

B 3 Ux 3 x, sodass Ux0 ∩ Ux1 = ∅ für alle x0 6= x1 in A. Dann liegt U := {Ux : x ∈ A}

in U. Für jeden x ∈ A sei h(Ux) eine Zahl in Q ∩ Ox. Es ist leicht einzusehen, dass

f(h,U) ∈ D ∩W , und deswegen D ∩W 6= ∅. Es bleibt, die Kardinalität von D einzu-

schränken:

|D| ≤ |U×Q<ω| = max{|U|, ω} ≤ |B<ω| = |B| = w(X).
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Beweis vom Satz 3.2.3. Aus X ⊂ Cp(Cp(X)) ergibt sich

iw(X) ≤ iw(Cp(Cp(X))) ≤ d(Cp(X)),

wobei die letzte Ungleichung aus Hilfssatz 3.2.4 folgt.

Sei τ die Topologie von X. Um die Ungleichung d(Cp(X)) ≤ iw(W ) zu beweisen,

nehmen wir eine vollständig-reguläre Topologie τ ′ ⊂ τ auf X, sodass w(X, τ ′) = iw(X, τ).

Dann für den vollständig-regulären Raum Y = 〈X, τ ′〉 ist idX : X → Y stetig und

bijektiv. Nach dem Hilfssatz 1.2.5 liegt id#
X [Cp(Y )] dicht in Cp(X), und daher mithilfe

des Hilfssatzes 3.2.5 ergibt sich

d(Cp(X)) ≤ d
(
id#
X [Cp(Y )]

)
≤ d(Cp(Y )) ≤ w(Y ) = iw(X),

und somit die gewünschte Ungleichung gilt. 2

3.3 Menger-Räume und Fan-Enge

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Überdeckungseigenschaft von Menger

in gewissem Sinne dual zu einer kombinatorischen Variante der Enge (siehe De�niti-

on 3.3.1) via Funktionenräume ist. Der nachstehend aufgeführte Satz 3.3.4 wurde zuerst

in [2] bewiesen. Für die Schlussfolgerung (1) ⇒ (2) geben wir hier einen alternativen

Beweis, der wieder von mengenwertigen Abbildungen Gebrauch macht. Der unten prä-

sentierte Beweis der Schlussfolgerung (2) ⇒ (1) ähnelt dem in [3, S. 58-60], wir haben

aber auch einige Details hinzugefügt.

De�nition 3.3.1. Ein topologischer Raum X hat abzählbare Fan-Enge, wenn für jeden

Punkt x ∈ X und jede Folge 〈An : n ∈ ω〉 von Teilmengen von X mit x ∈ Ān, es

eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉 gibt, sodass jede Bn eine endliche Teilmenge von An ist, und

x ∈
⋃
{Bn : n ∈ ω}. 2

Beispiel 3.3.2. Jeder metrische Raum X hat abzählbare Fan-Enge, siehe Beispiel 3.4.6

für den Beweis. 2

Beispiel 3.3.3. Es gibt einen abzählbaren vollständig-regulären Raum X, der keine ab-

zählbare Fan-Enge hat. Betrachten wir den Raum Sω mit Grundmenge {〈0, 0〉}∪{〈n,m〉 :
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n,m ∈ ω, n,m ≥ 1}, wo alle Punkte auÿer 〈0, 0〉 isoliert sind, und die Umgebungsbasis

von 〈0, 0〉 besteht aus den Mengen

Uf = {〈0, 0〉} ∪ {〈n,m〉 : m,n ≥ 1,m > f(n)}, wobei f ∈ ωω.

Tatsächlich, seien An = {〈n,m〉 : m ≥ 1} und Bn eine endliche Teilmenge von An. Dann

für die Funktion f(n) = max{m ≥ 1 : 〈n,m〉 ∈ Bn} gilt Uf ∩ Bn = ∅ für alle n, daher

〈0, 0〉 6∈
⋃
n∈ω Bn. Gleichzeitig ist jede An eine gegen 〈0, 0〉 konvergierende Folge, was

〈0, 0〉 ∈ An ergibt. 2

Satz 3.3.4. Für einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Xn ist ein Menger-Raum für alle n ∈ ω, n ≥ 1;

(2) Cp(X) hat abzählbare Fan-Enge.

Beweis. (1) ⇒ (2). Seien An ⊂ Cp(X) und f ∈ Ān für alle n ∈ ω. Ohne Beschränkung

der Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass f gleich 0 ist, siehe den Beweis vom

Satz 3.1.3. Da Xm ein Lindelöf-Raum für alle m ∈ ω ist, ergibt sich aus dem letzteren

Satz, dass t(Cp(X)) ≤ ω. Daher gibt es eine abzählbare Bn := {fnk : k ∈ ω} ⊂ An mit

0 ∈ B̄n. Für jede m ∈ ω, m ≥ 1, betrachten wir die folgende Abbildung ψm : Xm → ωω:

ψm
(
〈x0, . . . , xm−1〉

)
(n) = min

{
k : ∀i < m (|fnk (xi)| <

1

m
)
}
.

Wir zeigen nun, dass ψm stetig von oben ist. Seien n, l ∈ ω und 〈x0, . . . , xm−1〉 ∈ Xm,

sodass ψm〈x0, . . . , xm−1〉(n) ≤ l. Es folgt

∃k ≤ l ∀i < m (|fnk (xi)| <
1

m
),

also gibt es o�ene Umgebungen Ui 3 xi, i < m, sodass |fnk (x′i)| < 1
m

für alle x′i ∈ Ui.

Daraus ergibt sich die gewünschte Stetigkeit von oben, weil

ψm〈x′0, . . . , x′m−1〉(n) ≤ k ≤ l

für alle 〈x′0, . . . , x′m−1〉 ∈
∏

i<m Ui gilt.

Jetzt wenden wir auf ψm Satz 2.3.6 an und erhalten die kompaktwertige und halbste-

tige von oben Abbildung

Ψm : Xm ⇒ ωω, Ψ : ~x 7→↓ ψm(~x) :=
{
t ∈ ωω : ∀n ∈ ω (t(n) ≤ ψm(~x)(n))

}
.
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Dann ist Ψm[Xm] :=
⋃
~x∈Xm Ψ(~x) ein Menger-Raum, und daher so ist auch

Y :=
⋃
m≥1 Ψ[Xm], siehe Lemma 2.2.5. Nun folgt aus Lemma 2.2.7, dass Y nicht domi-

nierend ist, und daher so ist auch Y0 :=
⋃
m∈ω ψm[Y m], weil Y0 ⊂ Y . Sei also b ∈ ωω mit

der Eigenschaft

∀m ≥ 1 ∀~x ∈ Xm
(∣∣{n ∈ ω : ψm(~x)(n) ≤ b(n)

}∣∣ = ω
)
. (3.2)

Es bleibt nachzuprüfen, dass 0 ∈
⋃
n∈ωKn, wobei Kn = {fnk : k ≤ b(n)}. Sei also

Z = {x0, . . . , xl} eine endliche Teilmenge von X und ε > 0. Nehmen wir eine m ≥ 1,

sodass l < m und ε > 1
m
, und betrachten wir eine endliche Folge ~x ∈ Xm, die alle xi

enthält. Aus (3.2) ergibt sich n ∈ ω mit ψm(~x)(n) ≤ b(n), und daher gibt es k ≤ b(n) mit

|fnk (xi)| < 1
m

für alle i ≤ l. Dies bedeutet, dass Kn die beliebig ausgewählte Umgebung

{f ∈ Cp(X) : ∀i ≤ l (|f(xi)| < ε)} von 0 ∈ Cp(X) überschneidet.

(2) ⇒ (1). Seien m ≥ 1 und 〈Un : n ∈ ω〉 eine Folge von o�enen Überdeckungen

von Xm. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass alle Un
abgeschlossen gegenüber endlichen Vereinigungen sind. Wir nennen eine o�ene Teilmenge

V von X Un-klein, wenn es U ∈ Un mit V m ⊂ U gibt. Wir brauchen ein einfaches

Lemma 3.3.5. Sei T eine endliche Teilmenge von einem topologischen Raum Z. Für

jede k ≥ 1 und o�ene Umgebung U von T k in Zk, es gibt eine o�ene Teilmenge V von

X, sodass T ⊂ V und V k ⊂ U gelten.

Beweis. Dieses Lemma wird durch Induktion nach k bewiesen. Für k = 1 ist V = U die

gewünschte Umgebung. Angenommen, dass das Lemma für k gilt, betrachten wir eine

o�ene U ⊂ Zk+1, die T k+1 enthält. Für jedes z ∈ T gibt es o�ene Mengen Wt ⊂ Zk und

Vt ⊂ Z mit U ⊃ Wt × Vt ⊃ T k × {t}. Dann für W =
⋂
t∈T Wt haben wir T k × {t} ⊂

W × Vt ⊂ U , also T k+1 ⊂ W ×
⋃
t∈T Vt ⊂ U . Nach Induktionsvoraussetzung gibt es

eine o�ene Umgebung V0 von T in X, sodass V k
0 ⊂ W . Dann hat V := V0 ∩

⋃
t∈T Vt die

gewünschte Eigenschaft: T ⊂ V0 und T ⊂
⋃
t∈T Vt, daher T ⊂ V , und

V k+1 = V k × V ⊂ V k
0 ×

⋃
t∈T

Vt ⊂ W ×
⋃
t∈T

Vt ⊂ U.
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Für jede endliche Teilmenge K von X gibt es eine Un-kleine V mit K ⊂ V : Es gibt

eine endliche U ′ ⊂ Un mit Km ⊂ ∪U ′, und aus dem Lemma 3.3.5 ergibt sich eine o�ene

V ⊂ X mit K ⊂ V und V m ⊂ ∪U ′. Es folgt, dass ∪U ′ ∈ Un und somit ist V Un-klein.

Sei Vn die Familie aller Un-kleinen Mengen. Für eine Un-kleine Menge V ∈ V sei

AV = {f ∈ Cp(X) : f � (X \ V ) ≡ 0} und An =
⋃
{AV : V ∈ Vn}. Wir zeigen nun,

dass die konstante Funktion 1 in der Abschlieÿung von An liegt, n ∈ ω. Sei K eine

endliche Teilmenge von X. Es folgt, dass es eine Un-kleine V ⊃ K gibt. Weiterhin gibt es

f ∈ Cp(X), sodass f � K ≡ 1 und f � (X \V ) ≡ 0 (weil X vollständig-regulär ist), daher

f ∈ AV ⊂ An und deshalb 1 ∈ Ān. Aus abzählbarer Fan-Enge von Cp(X) folgt, dass es

endliche Bn ⊂ An gibt, sodass 1 ∈
⋃
n∈ω Bn. Da Bn ⊂ An, für jede Funktion h ∈ Bn gibt

es Vn,h ∈ Vn, sodass h ∈ AVn,h . Für h ∈ Bn sei Un,h ∈ Un, für die V m
n,h ⊂ Un,h gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass für U ′n := {Un,h : h ∈ Bn}, n ∈ ω, gilt:

Xm ⊂
⋃{

∪ U ′n : n ∈ ω
}
.

Um dies einzusehen, betrachten wir 〈x0, . . . , xm−1〉 ∈ Xm und nehmen n ∈ ω und h ∈ Bn,

sodass h(xi) > 0 für alle i < m (die Existenz solcher n und h ergibt sich aus 1 ∈
⋃
n∈ω Bn).

Aus h � (X \ Vn,h) ≡ 0 ergibt sich {x0, . . . , xm−1} ⊂ Vn,h und schlieÿlich

〈x0, . . . , xm−1〉 ∈ V m
n,h ⊂ Un,h ∈ U ′n.

Beispiel 3.3.6. Die im Beweis von (1)⇒ (2) de�nierte Abbildung ψm könnte tatsächlich

nicht stetig sein. Zum Beispiel, betrachten wir den Fall, dass m = 1, n = 0, und für einen

nicht isolierten Punkt x ∈ X gilt:

ψ1(x)(0) = min{k : (|f 0
k (x)| < 1)} = 1, f 0

0 (x) = 1,

und f 0
0 (z) < 1 für alle z 6= x. Dann ψ1(z)(0) = 0 6= ψ1(x) für alle z 6= x, daher ist ψ1 in

dieser Konstellation nicht stetig. 2

Die folgende Anmerkung brauchen wir für die Untersuchungen einer Version der Fan-

Enge, die besonders für separable Räume geeignet ist, siehe De�nition 3.3.9.

Anmerkung 3.3.7. Die Mengen An =
⋃
{AV : V ∈ Vn}, die wir im Beweis der Schluss-

folgerung (2)⇒ (1) de�niert haben, erhalten nicht nur die konstante Funktion 1 in Ihren
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Abschlieÿungen, sondern sind zudem dicht in Cp(X): Für beliebige g ∈ Cp(X) kann man

h ∈ Ān genauso zeigen, wie wir bereits 1 ∈ Ān bewiesen haben. 2

Folgerung 3.3.8. Sei X ein topologischer Raum. Wenn Xn ein Menger-Raum für alle

n ∈ ω ist, dan kann der Raum Sω (siehe Beispiel 3.3.3) nicht in Cp(X) eingebettet werden.

Beweis. Aus dem Satz 3.3.4 folgt, dass Cp(X) abzählbare Fan-Enge hat. Es ist o�en-

sichtlich, dass alle Teilräume eines solchen Raums ebenfalls abzählbare Fan-Enge haben,

wohingegen ist Sω nicht so.

Die Frage [3, II.2.7], ob es einen Menger-Raum X gibt, sodass Sω in Cp(X) eingebettet

werden kann, bleibt o�en.

Die folgende De�nition wurde in [27] eingeführt.

De�nition 3.3.9. Ein topologischer Raum X ist M-separabel, wenn für jede Folge 〈An :

n ∈ ω〉 von dichten Teilmengen von X es eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉 gibt, sodass jede Bn

eine endliche Teilmenge von An ist, und X =
⋃
{Bn : n ∈ ω}. 2

Beispiel 3.3.10. Der im Beispiel 3.3.3 de�nierte Raum Sω hat keine abzählbare Fan-

Enge, siehe den Beweis im obengenannten Beispiel. Allerdings ist Sω M -separabel, weil

jeder Raum mit einer abzählbaren dichten Teilmenge, die aus isolierten Punkten besteht,

o�ensichtlich M -separabel ist.

Auf der anderen Seite, jeder M -separable Raum ist separabel, daher hat jeder über-

abzählbare diskrete Raum abzählbare Fan-Enge, ist aber nicht M -separabel.

Jeder separable Raum X mit abzählbarer Fan-Enge istM -separabel: Seien An, n ∈ ω,

dichte Teilmengen von X und Y = {yi : i ∈ ω} eine abzählbare dichte Teilmenge von X.

Dann für jede i ∈ ω gibt es eine Folge 〈Bi
n : n ≥ i〉 mit yi ∈

⋃
{Bi

n : n ≥ i}. Dann für

Bn :=
⋃
i≤nB

i
n ⊂ An haben wir o�ensichtlich

X = {yi : i ∈ ω} ⊂
⋃
{Bn : n ∈ ω}

Jeder separable metrische Raum X ist M -separabel. Dies ergibt sich unmittelbar aus

der oben bewiesenen Anmerkung samt dem Beispiel 3.3.2. 2

Für metrische separable Räume wurde die Liste der äquivalenten Aussagen aus dem

Satz 3.3.4 in [27] auf folgende Weise erweitert:
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Satz 3.3.11. Für einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen

äquivalent:

(1) Xn ist ein Menger-Raum für alle n ∈ ω, n ≥ 1;

(2) Cp(X) hat abzählbare Fan-Enge;

(3) Cp(X) ist M-separabel.

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) sind für alle vollständig-regulären Räume äquivalent,

siehe Satz 3.3.4. Die Schlussfolgerung (2) ⇒ (3) folgt aus dem Satz 3.2.3 samt Bei-

spiel 3.3.10: Cp(X) ist M -separabel, weil er separabel nach dem Satz 3.2.3 ist, und ab-

zählbare Fan-Enge hat.

(3) ⇒ (1). Laut der Anmerkung 3.3.7 sind die Mengen An =
⋃
{AV : V ∈ Vn},

die wir im Beweis vom Satz 3.3.4 ((2) ⇒ (1)) de�niert haben, dicht in Cp(X). Daher

gibt es eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉, sodass jede Bn eine endliche Teilmenge von An ist,

und Cp(X) =
⋃
{Bn : n ∈ ω}. Insbesondere gilt 1 ∈

⋃
{Bn : n ∈ ω}. Es reicht nun den

Beweis vom Satz 3.3.4 ((2) ⇒ (1)), beginnend mit der De�nition von Vn,h für h ∈ Bn,

wortwörtlich zu wiederholen.

3.4 Hurewicz-Räume und Fan-Enge

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass ähnlich der Überdeckungseigenschaft von

Menger, auch die Überdeckungseigenschaft von Hurewicz dual zu einer kombinatorischen

Variante der Enge (siehe De�nition 3.4.1) via Funktionenräume ist. Der nachstehend

aufgeführte Satz 3.4.3 wurde in [18] bewiesen. Die Schlussfolgerung (1) ⇒ (2) beweisen

wir mithilfe mengenwertiger Abbildungen, für die anderen Schlussfolgerungen verwenden

wir die Ideen aus [2, 18].

De�nition 3.4.1. Ein topologischer Raum X hat abzählbare strenge Fan-Enge, wenn für

jeden Punkt x ∈ X und jede Folge 〈An : n ∈ ω〉 von Teilmengen von X mit x ∈ Ān,

es eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉 gibt, sodass jede Bn eine endliche Teilmenge von An ist, und

x ∈
⋃
{Bn : n ∈ I} für jede unendliche I ⊂ ω. Die letztere Bedingung ist äquivalent zu

∀U ∈ B ∃n0 ∈ ω ∀n ≥ n0

(
U ∩Bn 6= ∅

)
,
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wobei B eine Umgebungsbasis von x ist. 2

Die folgende De�nition wurde in [17] eingeführt.

De�nition 3.4.2. Ein topologischer Raum X heiÿt Reznichenko-Raum, wenn für jeden

Punkt x ∈ X und Teilmenge A ⊂ X \ {x}, die x in ihrer Abschlieÿung enthält, es eine

Folge 〈An : n ∈ ω〉 von endlichen paarweise disjunkten Teilmengen von A gibt, sodass

∀U ∈ B ∃n0 ∈ ω ∀n ≥ n0

(
U ∩ An 6= ∅

)
,

wobei B eine Umgebungsbasis von x ist. 2

Der Beweis des folgenden Satzes geschieht in mehreren Schritten, manche sind ähnlich

den ensprechenden Schritten im Beweis vom Satz 3.3.4. Der Vollständigkeit halber werden

diese unten aufgeführt.

Satz 3.4.3. Für einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Xn ist ein Hurewicz-Raum für alle n ∈ ω, n ≥ 1;

(2) Cp(X) hat abzählbare strenge Fan-Enge; und

(3) Cp(X) ist ein Reznichenko-Raum und hat abzählbare Fan-Enge.

Beweis. (1) ⇒ (2). Seien An ⊂ Cp(X) und f ∈ Ān für alle n ∈ ω. Ohne Beschränkung

der Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass f gleich 0 ist, siehe den Beweis vom

Satz 3.1.3. Da Xm ein Lindelöf-Raum für alle m ∈ ω ist, ergibt sich aus dem letzteren

Satz, dass t(Cp(X)) ≤ ω. Daher gibt es eine abzählbare Bn := {fnk : k ∈ ω} ⊂ An mit

0 ∈ B̄n. Für jede m ∈ ω, m ≥ 1, betrachten wir die folgende Abbildung ψm : Xm → ωω:

ψm
(
〈x0, . . . , xm−1〉

)
(n) = min

{
k : ∀i < m (|fnk (xi)| <

1

m
)
}
.

Die Abbildung ψm ist stetig von oben, siehe den Beweis vom Satz 3.3.4.

Jetzt wenden wir auf ψm den Satz 2.3.6 an und erhalten die kompaktwertige und

halbstetige von oben Abbildung

Ψm : Xm ⇒ ωω, Ψ : ~x 7→↓ ψm(~x) :=
{
t ∈ ωω : ∀n ∈ ω (t(n) ≤ ψm(~x)(n))

}
.
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Dann ist Ψm[Xm] :=
⋃
~x∈Xm Ψ(~x) ein Hurewicz-Raum, und daher so ist auch Y :=⋃

m≥1 Ψ[Xm], siehe Lemma 2.2.5. Nun folgt aus Lemma 2.2.7, dass Y begrenzt ist, und

daher so ist auch Y0 :=
⋃
m∈ω ψm[Y m], weil Y0 ⊂ Y . Sei also b ∈ ωω mit der Eigenschaft

∀m ≥ 1 ∀~x ∈ Xm ∃n0 ∈ ω ∀n ≥ n0

(
ψm(~x)(n) ≤ b(n)

)
. (3.3)

Es bleibt nachzuprüfen, dass 0 ∈
⋃
n∈I Kn für jede unendliche I ⊂ ω, wobei Kn = {fnk :

k ≤ b(n)}. Sei also Z = {x0, . . . , xl} eine endliche Teilmenge von X, I ⊂ ω unendlich, und

ε > 0. Nehmen wir einem ≥ 1, sodass l < m und ε > 1
m
, und betrachten wir eine endliche

Folge ~x ∈ Xm, die alle xi enthält. Aus (3.3) ergibt sich n ∈ I mit ψm(~x)(n) ≤ b(n), und

daher gibt es k ≤ b(n) mit |fnk (xi)| < 1
m
für alle i ≤ l. Dies bedeutet, dass Bn die beliebig

ausgewählte Umgebung {f ∈ Cp(X) : ∀i ≤ l (|f(xi)| < ε)} von 0 ∈ Cp(X) überschneidet.

(2) ⇒ (3). Um die Eigenschaft von Reznichenko vom Funktionenraum Cp(X) zu

beweisen, nehmen wir eine Teilmenge A ⊂ Cp(X) \ {0}, die x in ihrer Abschlieÿung

enthält. Da t(Cp(X)) ≤ ω, ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon

ausgehen, dass A abzählbar ist. Sei A = {an : n ∈ ω} eine Aufzählung mit an0 6= an1 für

alle n0 6= n1. Aus 0 6∈ A ergibt sich, dass 0 in der Abschlieÿung von An := {ai : i ≥ n} für

alle n liegt. Da Cp(X) abzählbare strenge Fan-Enge hat, gibt es eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉,

sodass jede Bn eine endliche nicht-leere Teilmenge von An ist, und

∀U ∈ B ∃n0 ∈ ω ∀n ≥ n0

(
U ∩Bn 6= ∅

)
, (3.4)

wobei B eine Umgebungsbasis von 0 in Cp(X) ist. Sei k(n) = max{i ∈ ω : ai ∈ Bn}. Wir

de�nieren nun induktiv eine steigende Folge 〈ln : n ∈ ω〉 von natürlichen Zahlen: l0 = 0

und ln+1 = k(ln) + 1. Dann besteht die Folge 〈Bln : n ∈ ω〉 aus paarweise disjunkten

Teilmengen von A: Für n0 < n1 in ω haben wir

max{i ∈ ω : ai ∈ Bln0
} = k(ln0) < ln0+1 ≤ ln1 ≤ min{i ∈ ω : ai ∈ Bn1},

daher Bn0 ∩Bn1 = ∅. Dies zusammen mit (3.4) bedeutet, dass die Folge 〈Bln : n ∈ ω〉 die

in De�nition 3.4.2 gestellten Bedingungen erfüllt.

(3) ⇒ (1). Wir werden annehmen, dass X nicht kompakt ist, da kompakte Räume

sowieso Hurewicz-Räume sind. Seienm ≥ 1 und 〈Un : n ∈ ω〉 eine Folge von o�enen Über-

deckungen von Xm. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon ausgehen,

dass
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• alle Un abgeschlossen gegenüber endlichen Vereinigungen sind,

• Xm 6∈ Un für alle n, und

• Un+1 feiner als Un für alle n ist, d.h.,

∀U ∈ Un+1 ∃U ′ ∈ Un (U ⊂ U ′).

Wir nennen eine o�ene Teilmenge V von X Un-klein, wenn es U ∈ Un mit V m ⊂ U

gibt. X ist nicht Un-klein weil Xm 6∈ Un. Sei Vn die Familie aller Un-kleinen Mengen.

Für eine Un-kleine Menge V ∈ V sei AV = {f ∈ Cp(X) : f 6= 0, f � (X \ V ) ≡ 0} und

An =
⋃
{AV : V ∈ Vn}. Die konstante Funktion 1 liegt in der Abschlieÿung von An für

alle n ∈ ω, siehe den Beweis vom Satz 3.3.4. Auÿerdem Vn+1 ⊂ Vn und daher An+1 ⊂ An

für alle n, weil Un+1 �ner als Un ist. Aus abzählbarer Fan-Enge von Cp(X) folgt, dass es

endliche Bn ⊂ An gibt, sodass 1 ∈ B, wobei B =
⋃
n∈ω Bn. Aus 1 6∈ B und 1 ∈ B ergibt

sich, dass B unendlich ist. Aus der Reznichenko Eigenschaft von Cp(X) folgt, dass es eine

Folge 〈Ck : k ∈ ω〉 von endlichen paarweise disjunkten Teilmengen von B gibt, sodass

∀U ∈ B ∃k0 ∈ ω ∀k ≥ k0
(
U ∩ Ck 6= ∅

)
, (3.5)

wobei B eine Umgebungsbasis von 1 ist. Wir können nun induktiv streng monoton stei-

gende Folgen 〈ni : i ∈ ω〉 und 〈ki : i ∈ ω〉 von natürlichen Zahlen de�nieren, sodass

Cki ∩
⋃
j<ni

Bj = ∅ und Cki ⊂
⋃
j<ni+1

Bj für alle i ∈ ω gilt. Es folgt nun, dass

Cki ⊂
⋃

ki≤j<ki+1

Aj ⊂ Aki ⊂ Ai,

weil die Folge 〈Ai : i ∈ ω〉 monoton fallend ist. Für jede Funktion h ∈ Cki gibt es

Vi,h ∈ Vi, sodass h ∈ AVi,h . Sei Ui,h ∈ Ui mit V m
i,h ⊂ Ui,h. Es bleibt zu zeigen, dass für

U ′i := {Ui,h : h ∈ Cki} ⊂ Ui, i ∈ ω, gilt:{
∪ U ′i : i ∈ ω

}
ist eine γ-Überdeckung von Xm.

Um dies einzusehen, betrachten wir 〈x0, . . . , xm−1〉 ∈ Xm und nehmen i0 ∈ ω, sodass für

alle i ≥ i0 es hi ∈ Cki mit hi(xj) > 0 für alle j < m gibt (die Existenz solcher i0 ergibt

sich aus (3.5)). Aus hi � (X \ Vi,hi) ≡ 0 ergibt sich {x0, . . . , xm−1} ⊂ Vi,hi für alle i ≥ i0,

und schlieÿlich

〈x0, . . . , xm−1〉 ∈ V m
i,hi
⊂ Ui,hi ∈ U ′i

für alle i ≥ i0.
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Da jeder Hurewicz-Raum o�ensichtlich Menger-Raum ist, aus Folgerung 3.3.8 ergibt

sich, dass der Raum Sω (siehe Beispiel 3.3.3 für die De�nition) nicht in Cp(X) eingebettet

werden kann, wenn Xn ein Hurewicz-Raum für alle n ∈ ω ist. Allerdings bleibt die Frage,

ob es einen Hurewicz-Raum X gibt, sodass Sω in Cp(X) eingebettet werden kann, o�en.

Die folgende Anmerkung brauchen wir für die Untersuchungen einer Version der ab-

zählbaren strengen Fan-Enge, die besonders für separable Räume geeignet ist, siehe De-

�nition 3.4.5.

Anmerkung 3.4.4. Die Mengen An =
⋃
{AV : V ∈ Vn}, die wir im Beweis der Schluss-

folgerung (3)⇒ (1) de�niert haben, sind dicht in Cp(X): Für beliebige h ∈ Cp(X) kann

man h ∈ Ān genauso zeigen, wie wir bereits 1 ∈ Ān bewiesen haben. 2

Die folgende De�nition wurde in [4] eingeführt.

De�nition 3.4.5. Ein topologischer Raum X ist H-separabel, wenn für jede Folge 〈An :

n ∈ ω〉 von dichten Teilmengen von X es eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉 gibt, sodass jede Bn eine

endliche Teilmenge von An ist, und X =
⋃
{Bn : n ∈ I} für jede unendliche Teilmenge

I ⊂ ω gilt. Die letztere Bedingung ist äquivalent zu

∀U ∈ τ \ {∅} ∃n0 ∈ ω ∀n ≥ n0

(
U ∩Bn 6= ∅

)
,

wobei τ die Topologie von X ist. 2

Beispiel 3.4.6. Jeder metrische Raum X hat abzählbare strenge Fan-Enge. Tatsächlich,

sei ρ die Metrik auf X, die die Topologie von X induziert. Seien auch x ∈ X und

〈An : n ∈ ω〉 eine Folge von Teilmengen von X mit x ∈ Ān. Für jede n gibt es xn ∈ An
mit ρ(x, xn) < 1

n+1
, sonst x 6∈ Ān. Es folgt x ∈ {xn : n ∈ I} für jede unendliche Teilmenge

I von ω, und daher erfüllt die Folge 〈Bn = {xn} : n ∈ ω〉 die in De�nition 3.4.1 gestellten

Bedingungen. 2

Das folgende Beispiel ist analog zum 3.3.10.

Beispiel 3.4.7. Der im Beispiel 3.3.3 de�nierte Raum Sω hat keine abzählbare strenge

Fan-Enge, weil der keine abzählbare Fan-Enge hat. Sω ist aber H-separabel, weil jeder

Raum mit einer abzählbaren dichten Teilmenge, die aus isolierten Punkten besteht, of-

fensichtlich H-separabel ist.
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Jeder H-separable Raum ist separabel, daher hat jeder überabzählbare diskrete Raum

abzählbare strenge Fan-Enge, aber ist nicht H-separabel.

Jeder separable Raum 〈X, τ〉mit abzählbarer strenger Fan-Enge istH-separabel: Seien

An, n ∈ ω, dichte Teilmengen von X und Y = {yi : i ∈ ω} eine abzählbare dichte

Teilmenge von X. Dann für jede i ∈ ω gibt es eine Folge 〈Bi
n : n ≥ i〉, sodass

∀U ∈ τ \ {∅}, U 3 yi ∃n0 ≥ i ∀n ≥ n0

(
U ∩Bi

n 6= ∅
)

(3.6)

gilt. Sei U ∈ τ \ {∅}. Da Y dicht ist, es gibt i ∈ ω mit yi ∈ U . Sei nun n0 ≥ i, für die die

Gleichung 3.6 gilt. Dann für Bn :=
⋃
i≤nB

i
n ⊂ An haben wir

∀n ≥ n0

(
U ∩Bn 6= ∅

)
,

weil ∀n ≥ n0

(
U ∩Bi

n 6= ∅
)
und Bi

n ⊂ Bn.

Jeder separable metrische Raum X ist H-separabel. Dies ergibt sich unmittelbar aus

der oben bewiesenen Anmerkung samt dem Beispiel 3.4.6. 2

Für metrische separable Räume wurde die Liste der äquivalenten Aussagen aus dem

Satz 3.4.3 in [4] auf folgende Weise erweitert:

Satz 3.4.8. Für einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen äqui-

valent:

(1) Xn ist ein Hurewicz-Raum für alle n ∈ ω, n ≥ 1;

(2) Cp(X) hat abzählbare strenge Fan-Enge;

(3) Cp(X) ist ein Reznichenko-Raum und hat abzählbare Fan-Enge; und

(4) Cp(X) ist H-separabel.

Beweis. Die Aussagen (1), (2) und (3) sind für alle vollständig-regulären Räume äqui-

valent, siehe Satz 3.4.3. Die Schlussfolgerung (2) ⇒ (4) folgt aus dem Satz 3.2.3 samt

Beispiel 3.4.7: Cp(X) ist H-separabel, weil er separabel nach dem Satz 3.2.3 ist, und

abzählbare strenge Fan-Enge hat.

(4) ⇒ (1). Laut der Anmerkung 3.4.4 sind die Mengen An =
⋃
{AV : V ∈ Vn}, die

wir im Beweis vom Satz 3.4.3 ((2) ⇒ (1)) de�niert haben, dicht in Cp(X). Daher gibt
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es eine Folge 〈Bn : n ∈ ω〉, sodass jede Bn eine endliche Teilmenge von An ist, und

Cp(X) =
⋃
{Bn : n ∈ I} für jede unendliche I ⊂ ω gilt. Insbesondere gilt 1 ∈ B, wobei

B =
⋃
{Bn : n ∈ ω}. Es reicht nun den Beweis vom Satz 3.4.3 ((3) ⇒ (1)), beginnend

mit 1 6∈ B, wortwörtlich zu wiederholen.

Folgerung 3.4.9. Cp(R) hat abzählbare strenge Fan-Enge, ist ein Reznichenko-Raum

und H-separabel.

Beweis. Rn ist σ-kompakt und daher Hurewicz-Raum für alle n ∈ ω.

3.5 Quasi-normale Konvergenz und Hurewicz-Räume

Die ersten zwei Begri�e bzw. der dritte Begri� in der folgenden De�nition wurden in

[6] bzw. [7] eingeführt.

De�nition 3.5.1. Sei X ein topologischer Raum.

• Eine Folge 〈fn : X → R|n ∈ ω〉 konvergiert gegen f : X → R quasi-normal, wenn

es eine gegen 0 konvergierende Folge 〈εn : n ∈ ω〉 von reelen Zahlen > 0 gibt, sodass

∀x ∈ X ∃n ∈ ω ∀k ≥ n
(
|fk(x)− f(x)| < εk

)
. (3.7)

• X heiÿt QN-Raum (bzw. mQN-Raum), wenn jede (monotone) Folge 〈fn : X →

R|n ∈ ω〉 von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktweise konvergiert1, konvergiert

gegen 0 auch quasi-normal (fn
QN−→ f);

• X heiÿt wQN-Raum, wenn jede Folge 〈fn : X → R|n ∈ ω〉 von stetigen Funktionen,

die gegen 0 punktweise konvergiert, eine Teilfolge besitzt, die gegen 0 quasi-normal

konvergiert. 2

Anmerkung 3.5.2. Man könnte auchmwQN -Räume auf folgende Weise de�nieren: Jede

monotone Folge 〈fn : X → R|n ∈ ω〉 von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktweise

konvergiert, eine Teilfolge besitzt, die gegen 0 quasi-normal konvergiert.

Es ist aber leicht einzusehen, dass so de�nierte mwQN -Räume einfach mQN -Räume

1�Monotone� in diesem Fall bedeutet, dass ∀x ∈ X ∀n∀k ≥ n (|fk(x)| ≤ |fn(x)|).
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wären, weil jede monotone Folge, die eine gegen 0 quasi-normal konvergierende Teilfolge

besitzt, selber gegen 0 quasi-normal konvergiert.

Insbesondere ist jeder wQN -Raum auch ein mQN -Raum. 2

Anmerkung 3.5.3. Seien X ein QN - (bzw. wQN -, mQN -)Raum und h : X → Y

eine stetige und surjektive Funktion. Dann ist auch Y ein QN - (bzw. wQN -, mQN -

)Raum. Wir werden dies nur für QN -Räume beweisen, die anderen Fälle sind analog.

Sei also 〈gn : Y → R|n ∈ ω〉 eine Folge von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktwise

konvergiert. Dann ist 〈
fn := gn ◦ h : X → R | n ∈ ω

〉
auch eine Folge von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktwise konvergiert. Deshalb gibt

es eine gegen 0 konvergierende Folge 〈εn : n ∈ ω〉 von reelen Zahlen > 0, sodass (3.7)

mit f ≡ 0 gilt. Sei nun y ∈ Y . Da f surjektiv ist, gibt es x ∈ X mit h(x) = y, daher

fk(x) = (gk ◦ h)(x) = gk(y) für alle k ∈ ω. Aus (3.7) mit f ≡ 0 für x ergibt sich nun

∃n ∈ ω ∀k ≥ n
(
|gk(y)| < εk

)
. 2

Lemma 3.5.4. Ist 〈fn : X → R|n ∈ ω〉 eine gegen f : X → R quasi-normal konvergie-

rende Folge, so lässt sich X als Vereinigung X =
⋃
j∈ω Fj präsentieren, wobei 〈Fk : k ∈ ω〉

eine steigende Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X ist, und 〈fn � Fk : n ∈ ω〉

gleichmäÿig gegen f � Fk für jede k ∈ ω konvergiert.

Beweis. Sei

Fk =
{
x ∈ X : ∀n ≥ k

(
|fn(x)− f(x)| ≤ εn

)}
=
⋂
n≥k

f−1n [−εn, εn].

O�ensichtlich konvergiert 〈fn � Fk : n ∈ ω〉 gegen f � Fk gleichmäÿig. Fk ist abgeschlossen

als eine Schnittmenge der abgeschlossenen Mengen f−1n [−εn, εn], wobei n ≥ k.

Hilfssatz 3.5.5. Seien X ein Teilraum vom kartesischen Produkt Rω
+ mit der Produkt-

topologie, und fn : X → R+,

fn : x 7→ 1

min{k : x(k) + k ≥ n}+ 1
,

wobei n ∈ ω. Folgende Aussagen sind äquivalent

(1) X ist begrenzt;
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(2) fn
QN−→ 0;

(3) Es gibt eine streng monoton steigende Folge 〈kn : n ∈ ω〉 von natürlichne Zahlen,

für die fkn
QN−→ 0 gilt.

Beweis. (2)⇔ (3) weil die Folge 〈fn : n ∈ ω〉 monoton ist: Wenn x(k) + k ≥ n+ 1, dann

x(k) + k ≥ n, deshalb

min{k : x(k) + k ≥ n+ 1} ≥ min{k : x(k) + k ≥ n},

was fn+1(x) ≤ fn(x) impliziert.

(1) ⇒ (2). Sei b ∈ ωω eine obere Grenze von X hinsichtlich ≤∗, also x ≤∗ b für

alle x ∈ X. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir davon ausgehen, dass b

streng monoton steigend ist. Wir nehmen einen Punkt x ∈ X und �nden n0 ∈ ω, sodass

b(n) ≥ x(n) für alle n ≥ n0. Dann für alle n > n0 + maxi≤n0 x(i) gilt

fn(x) =
1

min{k : x(k) + k ≥ n}+ 1
=

1

min{k > n0 : x(k) + k ≥ n}+ 1
≤

≤ 1

min{k : b(k) + k ≥ n}+ 1
.

Die Folge 〈εn := 1
min{k:b(k)+k≥n}+1

: n ∈ ω〉 ist monoton fallend und konvergiert gegen 0,

weil εb(n)+n+1 = 1
min{k:b(k)+k≥b(n)+n+1}+1

≤ 1
n+2

.

(2) ⇒ (1). Sei 〈εn : n ∈ ω〉 eine gegen 0 konvergierende Folge von reelen Zahlen

in (0, 1), sodass (3.7) für f ≡ 0 gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir

davon ausgehen, dass εn+1 ≤ εn, sonst ersetzen wir εn für ε′n = supi≥n εi ≥ εn. Weiterhin

werden wir annehmen, dass ln := 1/εn ∈ ω, sonst ersetzen wir εn für ε′n = 1

b 1
εn
c ≥ εn

(
⌊

1
εn

⌋
6= 0 weil εn < 1). Hier ist bxc die Abrundungsfunktion, die jeder reellen Zahl x

die nächstliegende nicht gröÿere ganze Zahl zuordnet. Dann ist jede monoton steigende

b ∈ ωω, für die b(ln) ≥ n + 1 gilt, n ∈ ω, eine obere Grenze von X hinsichtlich ≤∗. (Für

jede l gibt es nur endlich viele n mit ln = l, weil εn = 1
ln

gegen 0 konvergiert, und daher

es so eine steigende b ∈ ωω gibt.) Um dies einzusehen, nehmen wir x ∈ X und �nden

i ∈ ω, sodass |fn(x)| < εn für alle n ≥ i. Also 1
min{k:x(k)+k≥n}+1

< εn für alle n ≥ i,

was äquivalent zu min{k : x(k) + k ≥ n} + 1 > 1
εn

= ln ist. Die letztere Ungleichung

impliziert x(ln− 1) ≤ x(ln− 1) + (ln− 1) < n. Seien j > li und n > i mit der Eigenschaft

ln−1 ≤ j ≤ ln − 1. Daraus ergibt sich

x(j) ≤ x(ln − 1) < n = (n− 1) + 1 ≤ b(ln−1) ≤ b(j).
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Folgerung 3.5.6. Sei X ein mQN-Raum und f : X → Rω
+ eine stetige Abbildung. Dann

ist f [X] begrenzt.

Beweis. Da Bilder von mQN -Räumen unter stetigen Abbildungen wieder mQN -Räume

sind (siehe Anmerkung 3.5.3), ist auch f [X] ein mQN -Raum. Jetzt wenden wir auf f [X]

den Hilfssatz 3.5.5.

Hilfssatz 3.5.5 und Folgerung 3.5.6 wurden in [6] bewiesen.

Als Nächstes werden wir den Satz von Hurewicz [14, S. 197] beweisen, der Folge-

rung 2.3.7 impliziert.

Satz 3.5.7. Für einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen äqui-

valent:

(1) X ist ein Hurewicz-Raum;

(2) f [X] ist begrenzt für jede stetige Funktion f : X → Rω
+.

Beweis. (2)⇒ (1). Wir können annehmen, dass X Teilraum eines kompakten Raums Z

ist: Jeder metrische separable Raum könnte in [0, 1]ω eingebettet werden, siehe z. B. [16,

Satz 17, S. 171]. Es sei eine Folge 〈Un : n ∈ ω〉 o�ener Überdeckungen von X vorgelegt,

die aus o�enen Teilmengen von Z bestehen. Wir bezeichnen mit Un die Vereinigung aller

Elemente von Un. Für jeden Punkt z ∈ Z sei fn(z) der Abstand zwischen z und Z \ Un,

d.h., inf{ρ(z, z′) : z′ ∈ Z \ Un}, wobei ρ die die kompakte Topologie von Z induzierende

Metrik auf Z ist. Falls Un = Z (äquivalent: Z\Un = ∅), setzen wir fn ≡ 1. Dadurch ist auf

Z eine Folge 〈fn : n ∈ ω〉 von nicht-negativen und stetigen Funktionen de�niert, sodass

fn(x) > 0 für alle n ∈ ω und x ∈ X gilt. Aus (2) ergibt sich eine monoton steigende

b ∈ ωω, sodass die Ungleichung 1
fn(x)

< b(n) in jedem Punkt x ∈ X für fast alle n gilt. Sei

Rn =
{
x ∈ Z : ∀k ≥ n (

1

fk(x)
≤ b(k))

}
=
{
x ∈ Z : ∀k ≥ n (fk(x) ≥ 1

b(k)
)
}
,

n ∈ ω. Dann ist {Rn : n ∈ ω} eine Überdeckung von X, die aus abgeschlossenen (deshalb

auch kompakten) Teilräumen von Z besteht. Es gilt weiter
⋃
i≤nRi ⊂ Un. Daher kann

man aus Un eine endliche Teilmenge U ′n herausgreifen, in deren Vereinigung ∪U ′n der
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kompakte Teilraum
⋃
i≤nRi enthalten ist. Es folgt, dass x ∈ ∪U ′n für jeden Punkt x ∈ X

und für fast alle n ∈ ω gilt.

(1)⇒ (2). Es sei eine stetige Funktion f : X → Rω
+ vorgelegt. Es bleibt nur nachzu-

prüfen, dass die Funktion h : X → ωω,

∀n ∈ ω
(
h(x)(n) = bf(x)(n)c+ 1

)
,

stetig von oben ist, siehe Folgerung 2.3.7. Seien also n,m ∈ ω. Dann gilt

{x ∈ X : h(x)(n) ≤ m} = {x ∈ X : bf(x)(n)c+ 1 ≤ m} = {x ∈ X : f(x) < m},

und die letztere Teilmenge von X ist o�en, weil f stetig ist.

Beispiel 3.5.8. Die im Beweis von (1)⇒ (2) de�nierte Abbildung h könnte tatsächlich

nicht stetig sein. Zum Beispiel, betrachten wir den Fall, dass für einen nicht isolierten

Punkt x ∈ X gilt: f(x)(0) = 1 und f(z)(0) < 1 für alle z 6= x. Dann haben wir

h(z)(0) = bf(z)(0)c+ 1 = 1 < h(x)(0) = bf(x)(0)c+ 1 = 1 + 1 = 2

für alle z 6= x, daher ist h in dieser Konstellation nicht stetig. 2

Folgerung 3.5.9. Jeder metrische separable mQN-Raum X hat die Überdeckungseigen-

schaft von Hurewicz.

Beweis. Sei f : X → Rω
+ eine stetige Abbildung. Dann ist f [X] begrenzt, siehe Folge-

rung 3.5.6. Aus dem Satz 3.5.7 ergibt sich nun, dass X ein Hurewicz-Raum ist.

Jetzt können wir die Relationen zwischen den oben eingeführten Begri�en zusammen-

fassen, siehe Anmerkung 3.5.2 und Folgerung 3.5.9:

QN =⇒ wQN =⇒ mQN =⇒ Hurewicz

Es kann nicht aufgrund der ZFC-Mengenlehre, die ein weithin akzeptierter Rahmen

für die ganze Mathematik ist, entschieden werden, ob die erste Implikation umgekehrt

werden könnte. Dies folgt aus einer Kombination von vielen Sätzen, die in [9, 6, 11]

bewiesen wurden. Wir werden uns aber in dieser Arbeit mit diesen nicht beschäftigen.

Wir werden zeigen, dass die letzte Implikation in der Tat eine Äquivalenz für metrische

separable Räume ist, und infolgedessen die zweite Implikation nicht umgekehrt werden

kann.
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Der folgende Satz wurde in [5] bewiesen. Wir geben einen alternativen Beweis, der

von stetigen von oben Abbildungen Gebrauch macht.

Satz 3.5.10. Für einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen

äquivalent:

(1) X ist ein Hurewicz-Raum;

(2) X ist ein mQN-Raum.

Beweis. Folgerung 3.5.9 gibt uns (2)⇒ (1).

Um (1)⇒ (2) zu beweisen, betrachten wir eine monotone Folge 〈fn : X → Rω
+ |n ∈ ω〉,

die gegen 0 punktwise konvergiert. Wir betrachten die Abbildung φ : X → ωω,

φ(x)(k) = min
{
n ∈ ω : |fn(x)| < 1

k + 1

}
= min

{
n ∈ ω : ∀n′ ≥ n (|fn′(x)| < 1

k + 1
)
}

(die letztere Gleichung folgt aus der Monotonie der Folge 〈fn : n ∈ ω〉). φ ist stetig von

oben: Nehmen wir beliebige k,m ∈ ω und betrachten die Menge U = {x ∈ X : φ(x)(k) ≤

m}. Somit gilt

U = {x ∈ ω : ∃n ≤ m(|fn(x)| < 1

k + 1
)} =

⋃
n≤m

f−1n (− 1

k + 1
,

1

k + 1
),

deshalb ist U o�en als eine Vereinigung o�ener Mengen, was die Stetigkeit von oben von

φ beweist.

Aus Folgerung 2.3.7 ergibt sich, dass φ[X] begrenzt ist, und deshalb gibt es streng

monoton steigende Funktion b ∈ ωω mit b(0) = 0 und φ(x) ≤∗ b für alle x ∈ X. Sei nun

εn = 1
k+1

, wobei n ∈ ω und k die (einzige) natürliche Zahl ist, sodass b(k) ≤ n < b(k+1).

O�ensichtlich konvergiert die Folge 〈εn : n ∈ ω〉 gegen 0. Sei nun x ∈ X und k0 ∈ ω,

sodass φ(x)(k) ≤ b(k) für alle k ≥ k0 gilt. Dann für jede k ≥ k0 und b(k) ≤ n < b(k + 1)

gilt:

|fn(x)| ≤ |fb(k)(x)| ≤ |fφ(x)(k)(x)| < 1

k + 1
= εn.

Die ersten zwe Ungleichungen folgen aus der Monotonie der Folge 〈fn : n ∈ ω〉, die zweite

stützt sich auch auf b(k) ≥ φ(x)(k) für alle k ≥ k0 und die De�nition von φ.

Nächstes Beispiel ergibt sich aus [6, Theorem 4.2].
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Beispiel 3.5.11. R ist kein wQN -Raum. Tatsächlich, Sei {qn : n ∈ ω} eine bijektive

Aufzählung von Q. Für jede n ∈ ω sei 〈xn,m : m ∈ ω〉 eine gegen qn konvergierend

Folge, zum Beispiel xn,m = qn + 1
m
. Sei fn,m : R → [0, 1

2n
] eine stetige Funktion, sodass

fn,m(xn,m) = 1
2n

und fn,m(x) = 0 für alle x ∈ R mit |x−xn,m| ≥ 1
2
|qn−xn,m| (insbesondere

fn,m(qn) = 0). Zum Beispiel, hat die Funktion

fn,m(x) =


1
2n

(
1− |x−xn,m|

1
2
|qn−xn,m|

)
, |x− xn,m| ≤ 1

2
|qn − xn,m|

0, |x− xn,m| ≥ 1
2
|qn − xn,m|

solche Eigenschaften. Sei nun

gm(x) =
∑
n∈ω

fn,m(x), wobei x ∈ R und m ∈ ω.

Da |fn,m(x)| ≤ 1
2n

für alle x ∈ R, ist gm stetig. Die Folge 〈gm : m ∈ ω〉 konvergiert gegen

0 punktweise: Sei x ∈ R und k0 ∈ ω.

Wir werden zuerst den Fall von x 6∈ {qi : i ≤ k0}. Sei m0 ∈ ω groÿ genug, sodass

|x− xi,m| ≥ 1
2
|qi − xi,m| für alle m ≥ m0 und i ≤ k0. Dann haben wir fi,m(x) = 0 für alle

i ≤ k0 und m ≥ m0. Deshalb

∀m ≥ m0

(
gm(x) =

∑
i≤k0

fi,m(x) +
∑
i>k0

fi,m(x) =
∑
i>k0

fi,m(x) ≤
∑
i>k0

1

2i
=

1

2k0

)
,

was angesichts der Beliebigkeit von k0 die Konvergenz von 〈fm(x) : m ∈ ω〉 gegen 0

beweist.

Sei nun x = qj für eine j ≤ k0. Sei m0 ∈ ω groÿ genug, sodass |x− xi,m| ≥ 1
2
|qi− xi,m|

für alle m ≥ m0 und i ≤ k0, i 6= j. Dann haben wir fi,m(x) = 0 für alle i ≤ k0, i 6= j, und

m ≥ m0. Deshalb

∀m ≥ m0

(
gm(x) =

∑
i≤k0,i 6=j

fi,m(x) + fj,m(qj) +
∑
i>k0

fi,m(x) =

= 0 + 0 +
∑
i>k0

fi,m(x) ≤
∑
i>k0

1

2i
=

1

2k0

)
,

was wieder angesichts der Beliebigkeit von k0 die Konvergenz von 〈fm(x) : m ∈ ω〉 gegen

0 beweist.

Angenommen, dass fmk
QN−→ 0 für eine streng monoton steigende Folge 〈mk : k ∈ ω〉

von natürlichen Zahlen. Aus dem Lemma 3.5.4 folgt, dass R =
⋃
j∈ω Fj, wobei 〈Fj : j ∈ ω〉



62 KAPITEL 3. DUALITÄTEN

eine steigende Folge von abgeschlossenen Teilmengen von R ist, und 〈gmk � Fj : k ∈ ω〉

konvergiert gleichmäÿig für jede j ∈ ω. Nach dem Baireschen Kategoriensatz gibt es

a < b und j ∈ ω, sodass (a, b) ⊂ Fj gilt, also konvergiert 〈gmk � (a, b) : k ∈ ω〉 gegen

0 gleichmäÿig. Seien n ∈ ω und m0 ∈ ω, sodass qn ∈ (a, b) und xn,m ∈ (a, b) für alle

m ≥ m0. Dann für alle m ≥ m0 gilt:

sup{gm(x) : x ∈ (a, b)} ≥ gm(xn,m) ≥ fn,m(xn,m) =
1

2n
,

was der gleichmäÿigen Konvergenz gegen 0 der Folge 〈gmk � (a, b) : k ∈ ω〉 widerspricht.

2

Folgerung 3.5.12. R ist ein mQN- und nicht wQN-Raum.

Beweis. R ist σ-kompakt und daher ein Hurewicz-Raum, siehe Beispiel 2.2.4. Nach dem

Satz 3.5.10 ist R ein mQN -Raum. Zusammen mit Beispiel 3.5.11 beweist es unsere Fol-

gerung.
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