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0.1. ZUSAMMENFASSUNG 3

0.1 Zusammenfassung

Diese Arbeit konzentriert sich auf Dualitéten in der Theorie der Funktionenridume mit
der Topologie der punktweisen Konvergenz, die in der Regel auf die folgende Weise for-
muliert sind: Ein Raum X hat eine Eigenschaft P genau dann, wenn C,(X) Q erfiillt. Die
Abschnitte 3.1, 3.3, 3.4, und 3.5 im Kapitel 3 widmen sich solchen Dualitdten, wobei P
immer eine klassische Uberdeckungseigenschaft von X ist, wihrend wir im Abschnitt 3.2
die separablen Funktionenriume beschreiben. Q ist hier die entsprechende lokale Eigen-
schaft von C,(X). Fiir manche Riume X lassen sich diese lokalen Eigenschaften von
Cp(X) mithilfe der natiirlichen vertrdglichen algebraischen Struktur auf den gesamten
Funktionenraum extrapolieren, siche Abschnitte 3.3 und 3.4.

Kapitel 1 und 2 lassen sich als eine Art Vorbereitung zu Kapitel 3 verstehen, das einen
zentralen Platz in dieser Arbeit einnimmt. Insbesondere machen diese die gesamte Arbeit
in sich geschlossener, da wir uns hier einige grundlegende Begriffe und deren Eigenschaften
in Erinnerung rufen, die im Kapitel 3 betrachtet werden. Unsere Darstellung im Kapitel 1
ist manchmal dhnlich wie die in [3]. Allerdings geben wir immer mehr Details und &dndern
bedarfsgerecht die Reihenfolge der Ergebnisse.

In dieser Arbeit werden keine neuen Sitze bewiesen, fiir einige bekannte Séitze werden
jedoch neue Beweise geliefert, die sich auf mengenwertige Abbildungen mit bestimmten

topologischen Eigenschaften stiitzen, siehe Abschnitte 3.1, 3.3, 3.4, und 3.5 im Kapitel 3.

0.2 Abstract

This work is concentrated on dualities in the theory of function spaces with the to-
pology of pointwise convergence, of the following form: A space X has property P if and
only if C,,(X) satisfies Q. Sections 3.1, 3.3, 3.4, and 3.5 of Chapter 3 are devoted to such
results, where P is some classical covering property, and in Section 3.2 we present the
characterization of separable function spaces. Q is usually some local property of C,(X).
For certain spaces X these local properties of C},(X) could be extrapolated onto the entire

space using its algebraic structure agreeing to its topology, see Sections 3.3 and 3.4.
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Chapters 1 and 2 may be thought of as a preparation to Chapter 3 which is the
main one in this work. In particular, they make the work more self-contained, as we
remind basic notions we work in Chapter 3 with as well as useful properties thereof. The
exposition in Chapter 1 is in some places similar to that in [3], but we usually give more
details and change the consequence of results according to our needs.

There are no new results in this work. However, we suggest new alternative proofs to
known results, which are based on set-valued maps with certain topological properties,

see Sections 3.1, 3.3, 3.4, und 3.5 of Chapter 3.
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0.3 Einleitung

Sind X und Y topologische Rdume, so bezeichnet man C'(X,Y") die Menge aller stetigen
Abbildungen von X nach Y. In der Funktionalanalysis werden verschiedene Topologien
auf C(X,Y) untersucht, am hiufigsten die Topologie der gleichméfigen bzw. der kom-
pakten Konvergenz. In dieser Arbeit werden wir uns auf die Topologie der punktweisen
Konvergenz auf C'(X, R) konzentrieren. Anders gesagt ist diese die Teilraumtopologie auf
C(X,R), wenn wir C(X,R) als einen Teilraum vom kartesischen Produkt R* =], R,
ausgestattet mit der Produkttopologie, betrachten. Den erhaltenen Raum bezeichnet man

(1))

in der Literatur als C,(X), wobei “p” fiir “pointwise/punktweise” steht. Das Studium sol-
cher Rdume ist ein Teil der allgemeinen Topologie, der an der Grenze zur Funktionalana-
lysis liegt und oft auf die Methoden der Mengenlehre zuriickgreift.

Der Ubergang von einem Raum X zu dem entsprechenden Funktionenraum C,,(X)
ist in vielerlei Hinsicht interessant. Fiir einen diskreten Raum X ist C,(X) das karte-
sische Produkt R¥, und fiir die “standarden” Riume X wie [0,1], R, usw. kann der
Raum C,(X) auch als “standard” betrachtet und als solcher fiirs Studium anderer Rdume
verwendet werden. Es ist iibrigens noch immer unbekannt, ob C,([0,1]) und C,([0,1]?)
homoomorph sind. Natiirlich sind X und C,(X) in der Regel sehr unterschiedlich, zum
Beispiel ist C},(X) ein topologischer Vektorraum (und sogar eine topologische R-Algebra),
weil auf dem C,(X) neben seiner topologischen Struktur noch eine natiirliche und damit
vertragliche algebraische definiert ist. Dariiber hinaus sind C,-Réume fast nie metrisier-
bar (eigentlich ist dies nur der Fall fiir abzdhlbare Rdume X), zum Beispiel ist C,(R)
in vielen Hinsichten weit von metrischen Raumen entfernt. Dies kénnte aber auch als
Vorteil gesehen werden: Man kénnte versuchen, mithilfe der Cp-Konstruktion aus relativ
einfachen und wohlverstandenen Réumen wie R verschiedene (Gegen)beispiele zu kon-
struieren, siehe, z. B., Folgerung 3.5.12.

In [3] wird die “allgemeine Aufgabe A” fiir die C,-Theorie von Arkhangel’skii formu-
liert: Unter anderem ist zu untersuchen, welche Paare P, Q von topologischen Eigenschaf-
ten dual im Sinne sind, dass ein Raum X Eigenschaft P genau dann hat, wenn C,(X)
Q erfiillt. Abschnitte 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, und 3.5 widmen sich solchen Dualitdten, wobei
P immer eine klassische Uberdeckungseigenschaft von X und Q die entsprechende lokale

Eigenschaft von C,(X) ist. Fiir manche Rdume X lassen sich diese lokalen Eigenschaften
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von C,(X) auf den gesamten Funktionenraum extrapolieren, sieche Abschnitte 3.3 und
3.4.

Wegen des Aussehens der Topologie von C,(X), in der basische Umgebungen unter
anderem von endlichen Teilmengen von X abhéngen, “spricht” oft P {iber alle X", wobei

n € w, siehe Abschnitte 3.1, 3.3 und 3.4. Es gibt auch Ausnahmen, siehe Abschnitt 3.5.



Kapitel 1

Funktionenraume: Grundbegriffe und

einfache Konstruktionen

1.1 Produkttopologie

In diesem Abschnitt zeigen wir eine Reihe von Begriffen auf und sammeln allgemeine
Fakten iiber (unendliche) Produkte topologischer Rdume, die in der C,-Theorie oftmals
benutzt werden. Diese kénnten in [10, 16| gefunden werden, und kommen in der Regel
als Hilfsmittel in Vorlesungen {iber Topologie vor. Daher liefern wir fast keine Beweise.
Vielmehr wollen wir Bezeichnungen erkliren, die in kommenden Abschhnitten verwendet
werden.

Sei X, fiir jedes a € A eine Menge. Das Produkt der X, ist die Menge

HXQ:: {z:A— UXMVO&GA(x(a)EXQ)}.

a€cA acA

Der Wert von x an der Stelle «, z(«), wird oft auch als x, bezeichnet und heift die a-te
Koordinate von x. Man schreibt auch (z, : o € A) statt z. X, heifst der a-te Faktor
von ] o4 Xa. Ist X, = X fiir alle o € A, dann schreibt man auch XA statt [Toca X.
Die Abbildung 7, : [],c4 Xa — Xa, definiert durch 7, : (x4 : @ € A) — x4, heift
Projektionsabbildung von [],. 4 Xo auf X, oder einfach die a-te Projektionsabbildung.

Sei nun {(X,,7a) : @ € A} eine Familie topologischer Rdume, X = [], ., X. das

acA
Produkt der X, und 7, : [], .4 Xa — X, die Projektionsabbildungen, wobei o € A. Die

7
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Produkttopologie T auf X wird durch die Basis

B={[)7"(Us): K C Aendlich, Va € K (Us € 7a)}

acK

definiert. (X, 7) heift Produktraum oder topologisches Produkt der Rdume (X,,7,). B ist

hinsichtlich endlicher Durchschnitte abgeschlossen. Eine Teilmenge B C [] . 4 Xa gehort

acA

genau dann zu B, wenn B =[] U,, U, offen in X,, und U, = X, fiir fast alle « € A

acA
ist, wobei “fast alle” in dieser Arbeit “alle aufler vielleicht endlich vielen” bedeutet.

Aus der oberen Definition ergibt sich gleich die natiirliche Subbasis der Produktopo-
logie T:

S={r'(U):a€ AU € 1,}.

Die Menge der endlichen Durchschnitte dieser Mengen ist gerade die Menge B. § C 7
bedeutet einfach definitionsgeméf, dass alle Projektionsabbildungen 7, stetig sind.

Die Abbildung h : Y — []..4 Xa von einem topologischen Raum Y in den Produk-

acA
traum J] ., Xo ist genau dann stetig, wenn die Abbildung h, := m,0h : Y — X, stetig
fiir jedes o € A ist. Die “genau dann” Richtung folgt aus der Stetigkeit der Projektions-
abbildungen 7.

Um die “wenn” Richtung zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass die Urbilder der
Elemente von S offen in Y sind. Fiir jedes Element S = 7,1(U) € S, wobei U € 1,,
haben wir

B(S) = b (m (1) = (homa) ™ (U).

und die letztere Menge ist offen in Y, weil U € 7, und hom, : Y — X, stetig ist.
Die Produkttopologie auf [ ., X, ist die grobste Topologie, fiir die alle Projektionen

Ta : [[oea Xa — Xq stetig sind: Jede solche Topologie 7" auf [] . , X, muss alle Urbilder

a€cA

7.1 (U), U € 7,4, enthalten, und daher S C 7/, was eben 7 C 7/ impliziert.
Der folgende Satz von A. Tychonoff ist von fundamentaler Bedeutung und konnte in

fast allen Topologiebiichern (z.B. [10, 16]) gefunden werden.

Satz 1.1.1. Ist {(X,,Ta) : @ € A} eine Familie kompakter topologischer Riume, dann
ist auch das kartesische Produkt [],. 4 Xo mit der Produkttopologie T kompakt.

Fiir uns sind die Produkte R4 = [I,c4 R mit der Produkttopologie und ihre Teilrdume
besonders wichtig. Zuerst erinnern wir uns an die Beschreibung der Riume, die in R4 fiir

A “grofs genug” eingebettet werden konnten.
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Ein topologischer Raum X heift

e 1;-Raum, wenn fiir zwei beliebige verschiedene Punkte x, 1 aus X, es gibt eine Um-
gebung Uy 3 g, sodass x1 & Uy; Oder, dquivalent, wenn jede einpunktige Teilmenge

{z} C X abgeschlossen ist;

e T3-Raum, wenn jede abgeschlossene Teilmenge A von X und jeder Punkt x ¢ A

disjunkte Umgebungen besitzen;

. 3%—Raum, wenn es zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jedem Punkt z ¢ A

eine stetige Funktion f : X — [0, 1] gibt, sodass f(x) =1 und f | A= 0.

Die Eigenschaften, die oben fiir T;-Ridume gefordert wurden, heifen oft T;-Axiome
oder Trennungsaxiome. 11 - Rdume, die weitere Trennungseigenschaften haben, erhalten

besondere Bezeichnungen. Ein topologischer Raum X heift
e requldr, wenn er gleichzeitig ein 77- und ein 73-Raum ist;
e vollstindig-reguldr, wenn er gleichzeitig ein T:%‘ und ein 7;-Raum ist.

Vollsténdig-regulire Raume erlauben fiir genauso viele stetige Funktionen in R, die
fiir eine Einbettung in R4 fiir passende A nétig sind.

Der folgende Satz konnte auch in fast allen Topologiebiichern gefunden werden, siehe,
z.B., [16, Satz 7, S. 161|. Der wurde ebenfalls zuerst von A. Tychonoff bewiesen. Daher

heifen vollstdndig-reguldre Raume auch Tychonoff-Rdaume.

Satz 1.1.2. Sei X ein vollstindig-reqularer Raum und B eine Basis von X . Dann kinnte
X in den Produktraum R eingebeltet werden. Insbesodere kann jeder vollstindig-requlére

Raum X mit abzdhlbarer Basis in [], .. R eingebettet werden, und ist deshalb metrisier-

new

bar.

Sei {(Fy, z,) : a € A} eine Aufzéhlung aller Paare (F, x), wobei F' C X abgeschlossen
ist und x ¢ F. Fiir jedes « gibt es eine stetige Funktion f, : X — [0, 1], sodass f(z,) =
1 und f | F, = 0. Es ist einfach zu verifizieren, dass die Abbildung f : X — R4,
f(z)(a) := fa(x), eine Einbettung ist. Allerdings, um solche A zu finden, die dieselbe
Kardinalitidt hat, wie eine vorgegebene Basis von X, muss man die Auswahl der Punkte

und entsprechenden abgeschlossenen Mengen etwas optimieren.
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Im Folgenden werden wir nur mit vollstindig-reguliren Raumen arbeiten, diese Eigen-

schaft ist erforderlich fiir einige der grundlegenden Sétze der C,-Theorie.

Der topologische Raum X erfiillt die abzdhlbare Antikettenbedingung, wenn jede Fami-
lie von offenen, paarweise disjunkten Teilmengen von X hdéchstens abzédhlbar ist. Die ab-
zahlbare Antikettenbedingung folgt offensichtlich aus der Separabilitat: Wenn wir jedem
Element der Antikette einen Punkt der abzidhlbaren dichten Menge zuordnen, dann ist
diese Abbildung injektiv. Die Umkehrung gilt fiir allgemeine vollstindig-reguléire Raume
nicht, zum Beispiel werden wir gleich zeigen, dass alle (inkl. unabzihlbare) Potenzen von
R die abzéhlbare Antikettenbedingung erfiillen, obwohl R* nicht separabel fiir |A| > |R|
ist.

Der néichste Satz konnte als “Folklore” betrachtet werden, siehe z.B. [19, Th. 1.9, S. 51].
Satz 1.1.3. R erfiillt die abzihlbare Antikettenbedingung fiir alle A.

Sei S eine Familie von Mengen, und s eine weitere Menge. D ist ein A-System mit
Wurzel s, wenn sg N sy = s fiir beliebige sg # s; aus S. Der Beweis des Satzes 1.1.3 fufst

auf dem folgendem A-Lemma, siehe [19, Th. 1.5, S. 49].

Lemma 1.1.4. Jede iiberabzihlbare Familie endlicher Mengen enthalt ein tiberabzdahlbares

A-System.

Beweis vom Satz 1.1.53. Wir nehmen an, dass es eine iiberabzéihlbare Familie ¢ von offe-
nen, paarweise disjunkten Teilmengen von R# gibt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

konnen wir davon ausgehen, dass U aus den standarden Basiselementen besteht. Also

U= {Us = ﬂﬂgl(Us,Q) i s € S},
acs
wobei S eine {iberabzdhlbare Familie endlicher Teilmengen von A ist. Aus dem Lem-
ma 1.1.4 ergibt sich ein iiberabzdhlbares A-System S’ C S. Sei s’ die Wurzel von S’
Da R separabel ist (s’ ist endlich), es gibt eine iiberabzihlbare Familie S” C S und
g € Q¥, sodass ¢ € Nacs 7, (Uso) fiir alle s € S”. Seien nun sg, s; € S”, s # s1. Fiir

alle @ € s; \ s nehmen wir v’ € 7, *(U,.,), wobei i € {0,1}. Dann liegt die Funktion
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r € R4,
(q(oz), ac€ s,
ro a € s\ S,
we)= rl a€s )\,
|1 ae A\ (soUsy),

in der Schnittmenge U, NUs,. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass ¢/ disjunkt

ist. O

Sei U = (\,ey 7, (Us), wobei Y eine endliche Teilmenge von X ist, und U, C R
offen ist. Seien a, € U, und ¢, > 0, x € Y, sodass (a, — €;,a, + €;) C U,. Dann fiir

e =min{e, : x € Y} gilt:

Daraus ergibt sich, dass

{ﬂﬂgl(ax—g,ax—i—g) : X DY endlich ist, a, € R fiir allexEY,€>0}

zeY

eine Basis der Produkttopologie ist. Insbesondere ist

{ ﬂ 7, '(—£,&) + X DY ist endlich, £ > 0}

zey
eine Umgebungsbasis fiir die konstante Funktion 0, also die Funktion f : X — R mit
f(z) := 0 fiir jedes x € X. Kiinftig verwerden wir die Bezeichnung
W(Y,e) = ﬂ 1 (—¢,¢)
zey
fiir Elemente dieser Umgebungsbasis.

Cp(X) liegt dicht in RX: Sei wieder Uy = ey T '(az — €, a5 + €), wobei ¥ C X
endlich ist. Wegen der vollstindigen Regularitit gibt es fiir jedes x € Y eine stetige
Funktion f* : X — R, sodass f*(z) = 1 und f* | (Y \ {z}) = 0. Dann gilt fiir die
Funktion f:=>__y a,- f* € Cp(X)

zeY

f(l’): Zax/fm/(l'): Z ax’fz/<x>+axfm($):0+az:az

'€y ' eY,x'#x

fiir alle z € Y, was f € Uy impliziert.
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Folgerung 1.1.5. C,(X) erfillt die abzihlbare Antikettenbedingung fir alle vollstindig-

requldren Raume X.

Beweis. Nach dem Satz 1.1.3 erfiillt R* die abzéihlbare Antikettenbedingung, und C,(X)
liegt dicht in RX. Deshalb geniigt es, die folgende Aussage zu beweisen:
Erfillt emn vollstindig-requlirer Raum Z die abzdhlbare Antikettenbedingung, so tut es
auch jeder Teilraum T von Z, der dicht in Z liegt.
Das ist tatsachlich der Fall, sonst gébe es eine iiberabzdhlbare disjunkte Familie WW von
offenen Teilmengen von 7. Fiir jede Menge W € W finden wir eine in Z abgeschlossene
Teilmenge Fy mit Fyy NT =T \ W. Dann ist Oy := Z \ Fy eine offene Teilmenge von
Z und

OwNT=Z\Fw)NT =T\ (FwnNT)=T\(T\W)=W.

Es bleibt einzusehen, dass Oy N Oy~ = () fiir unterschiedliche (und deshalb disjunkte)
W, W' € W. Sonst gilt Oy N Oy # 0. Folglich Oy N Oy NT # B wegen der Dichtigkeit
von T, also

0#£0wNOw NT = OwNT)N (O NT)=WNW,

im Widerspruch zu unserer Annahme, dass die Familie VW disjunkt ist. O]

1.2 Duale Abbildungen und Einschriankungen

In diesem Abschnitt sammeln wir weitere Fakten iiber die Funktionenrdume mit der
Topologie der punktweisen Konvergenz. Diese Fakten konnten, z. B., in [3, Ch. 0, § 4|
gefunden werden. Wir haben lediglich einige Details hinzugefiigt.

Sei Z ein Teilraum eines Raums X. Wir untersuchen in diesem Abschnitt zuerst die

Abbildung py : Cp(X) = Cp(Z), pz : f— [ ] Z.
Hilfssatz 1.2.1. (i) pz ist stetig und pz(Cy(X)) = Cp(2);

(i1) Ist Z abgeschlossen in X, so ist py eine offene Abbildung von Cy(X) in pz[CH(Z)],

mit der Unterraumtopologie vererbt von C,(Z);

(1ii) Liegt Z dicht in X, so ist py injektiv.
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Beweis. (i). Offensichlich gilt:

p2 [ 7 U N Co(2)] = () 7 ' U] N C(X),

eeK eeK
wobei K eine endliche Teilmenge von Z ist. Daraus ergibt sich die gewiinschte Stetigkeit.
(In der oberen Formel bezeichnet 7, die Abbildung von R? bzw. R¥ in R auf der linken
bzw. rechten Seite.)
(40). Sei W = Myex Tz U] NV (Nyer, ™3 U] N Cp(X), wobei K bzw. L eine endliche

Teilmenge von Z bzw. X \ Z ist. Wir werden zeigen, dass

ﬂ T, (U] N pz[Cyp(X)],

weK
was eben die Offenheit von py : C,(X) — pz[C,(X)] bedeutet. Die Inklusion “C” ist offen-
sichtlich. Um die Richtung “>” zu zeigen, nehmen wir eine Funktion f € (,cx 7, ' [Us] N
pz[Cp(X)] C Cp(Z) und finden h € Cp(X) mit f = pz(h) = h [ Z. Da X vollstandig-
reguldr ist, fiir jedes © € L gibt es h, € C,(X), fir die f,(x) € U, — h(xz) und
fo 1 (ZUL\ {z}) = 0 gilt. Dann gilt fir ¥ =h+ 3, hs

W1 Z=h|Z=f und I(z) € U, fir alle z € L,

und daher #' € W und pz(h') = f.
(t3i). Wenn f | Z = f' | Z fir f, f' € Cy(X), dann f = f" weil Z dicht ist. Also
pz(f) = pz(f') impliziert f = f'. m

Folgerung 1.2.2. Sei Z ein dichter Teilraum von X. Dann ist py | K : K — pz[K] C
Cy(Z) ein Homeomorphismus fir jeden kompakten Teilraum K von C,(X). Insbesondere

1st K metrisierbar, wenn X separabel ist.

Beweis. pyz ist stetig und injektiv, siehe Hilfssazt 1.2.1, und jede stetige injektive Abbil-
dung eines kompakten Raumes ist ein Homeomorphismus auf das Bild.
C,(Z) C RZ ist metrisierbar fiir jeden abzihlbaren Z, was den zweiten Teil impliziert.

]

Seien X, Z Mengen und f : X — Z eine Abbildung. Dual zu f wird eine Abbildung
f# : R? — RX durch die folgende Formel definiert:

f*: ¢ pof, anders ausgedriickt, f#(¢)(x) = ¢(f(x)) fiir alle z € X.
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In anderen Worten, f#(¢) macht das folgende Diagramm kommutativ:

7 < X
\(b( \Lf#(aﬁ)
R

Es ist leicht einzusehen, dass 1 € RX \ f#[R?] genau dann, wenn es xg,z; € X mit

U(xo) # Y(x1) und f(zo) = f(z1) gibt.
Hilfssatz 1.2.3. 7 ist stetig, wobei R® und R? mit der Produkttopologie versehen sind.

Beweis. Sei W = (,cx 7, ' [U,] eine offene Teilmenge von R, wobei K C X eine endliche

Teilmenge von X ist, und U, C R offen fiir alle x € K sind. Dann gilt:

(fFy'W)={heR? : hofeW}={heR”? : Vae K (h(f(z)) € U,)} =
= [ 7wl

f(x)ef[K]

Die letztere Menge ist offen' in R?, was die Stetigkeit von f# beweist. O

Hilfssatz 1.2.4. Ist f surjektiv, so ist f# ein Homeomorphismus von R? auf den abge-

schlossenen Teilraum f#[R?] von RX.

Beweis. Sei 1 € R* \ f#[R?], also es gibt xg,z; € X mit ¥ (xg) # ¥(z1) und f(zg) =
f(x1). Seien Uy, U; offene Umgebungen von ¢ () bzw. ¥ (1) in R, fiir die gilt UyNU; = 0.
Dann fiir W = 7' (Up) N7, (Ur) € RY gilt ¢ € Wund f#[RZINW = (:

FH(0) (o) = ¢(f(x0)) = ¢(f(21)) = f# (o) (a1)

fiir alle ¢ € RZ gilt, wihrend '(zo) # ¢/(z,) fiir alle ¢ € W. Dies zeigt die Abgeschlos-
senheit von f#[R?] in R¥.

Seien ¢y # ¢1, ¢o, ¢1 € RZ. Dann gibt es z € Z mit ¢o(2) # ¢1(2) und z € X mit
f(z) = z. Schlieflich haben wir

F#(¢0)(@) = do(f(2)) = do(2) # d1(2) = d1(f(2)) = f7(¢1)(x)

und deswegen f#(¢po) # f#(41), also ist f# injektiv.

'Wenn es xg,z; € X mit f(x¢) = f(z1) und U,, NU,, = () gibt, dann ist das Urbild (f#)~*(W) leer.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung
F* R = fHRY]

offen ist. Sei also W = ~!U.] eine offene Teilmenge von RZ, wobei K eine endliche

2ek Tz
Teilmenge von Z ist. Fiir jeden z € K sei z, € X, sodass f(x,) = z (f ist surjektiv).
Dann gilt:

AWy ={¢of:oeW} = m U.In fFRY] CRY,
zeK

und deswegen ist f#(W) offen in f#[RZ] als eine Durchschnittsmenge von f#[RZ] und
Noex To (U], die offen in RY ist. B

Im Folgenden werden wir die Einschrinkung der Funktion f# auf den Teilraum C,(Z)
von RZ, wobei (anders als oben) Z und X als topologische Ridume betrachtet werden. Tm
Falle X ist ein Teilraum von Z und f(z) = z fiir alle z € X gilt f# = px. Tatsichlich,
wir haben

FH(9)(x) = 6(f(2)) = ¢(x) = px(¢)(x)
fiir alle z € X und ¢ € C,(Z). Also ist die Idee hinter den f#-Funktionen allgemeiner

als die hinter den Einschrankungen p.,.

Hilfssatz 1.2.5. Sei f : X — Z eine Abbildung zwischen topologischen Riumen X und
Z.

(i) f ist genau dann stetig, wenn f#[Cy(Z)] C Cp(X).
(ii) [ ist genau dann stetig und injektiv, wenn f#[C,(Z)] dicht in C,(X) liegt.

(iii) Ist f surjektiv, dann ist f# | C,(Z) : Cp(Z) — C,(X) Homeomorphismus genau
dann, wenn f#[C,(Z)] = Cp(X).

Beweis. (i). Wenn f stetig ist, dann so sind auch alle Kompositionen ¢ o f = f#(¢),
wobei ¢ € C,(Z). Dies bedeutet f#[C,(Z)] C Cp(X).
Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass f nicht stetig ist. Dann gibt es A C X und

x € A, sodass f(z) & f[A]. Sei ¢ € Cp(Z) mit ¢(f(z)) = 1 und ¢ | f[A] = 0. Solche
¢ ergibt sich aus der vollstindigen Regularitiit von Z. Dann ist f#(¢) : X — R nicht

stetig, weil f#(¢)[A] = ¢[f[A]] = {0}, f#(¢)(z) = &(f(x)) =1, und z € A.
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(77). Angenommen f(xg) = f(z;) fiir xg # 7 in X, betrachten wir die offene Teilmen-
ge W = n'[Up] N7 {U1] N Cp(X) von Cp(X), wobei Uy, Uy offene disjunkte Teilmengen
von R sind. Dann (o) # (x) fiir alle ¢ € W, was f#[C,(Z)]NW = () impliziert, weil

J7(0) (o) = ¢(f(x0)) = ¢(f(21)) = f7 () (21)

fiir alle ¢ € C,(2) gilt.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass f injektiv ist, und betrachten eine offene
Teilmenge W = (,cx 7, - (Uz) N Cp(X), wobei K C X endlich und U, offen sind, z € K.
Seien a, € U,, x € K, und ¢ € Cy(Z), sodass ¢(f(z)) = a, fiir alle z € K. Solche ¢
existiert, weil f(xo) # f(z1) fiir unterschiedliche z¢,z; € K und Z vollstindig-regulir

ist. Solche Auswahl von ¢ gibt uns

fH(o)(x) = o(f(2)) = aq

fiir alle x € K, was f#(¢) € W und somit f#[C,(Z)] N W # () impliziert. Deshalb liegt
F#1C,(2)] dicht in C,(X).
(ii7). Aus dem Hilfssatz 1.2.4 ergibt sich, dass f# ein Homeomorphismus von R? auf

den abgeschlossenen Teilraum f#[R?] von RY ist. Also ist f# | C,(Z) ein Homeomor-

phismus genau dann, wenn f#[C,(Z)] = C,(X). O
Hilfssatz 1.2.5(¢) konnte etwas verallgemeinert werden:

Hilfssatz 1.2.6. Seien fo : X — Zy und f1 : X — Zy surjektive Abbildungen zwischen

topologischen Riumen X und Zy bzw. X und Zy. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(@) JT1CH(Z0)) C [T1CH(20)).

(13) Es gibt eine stetige h : Zy — Zy, sodass fo = ho fi, d.h., das folgende Diagramm

ist kommutativ:

X 2z
f1

N T
Zy.

Beweis. (1) = (i). Sei ¢g € Cp(Zp). Dann gilt:

fE(@0) = oo fo=dooho fi = fi (oo h) € fF1C(Z1)],
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die letztere Inklusion ergibt sich aus der Stetigkeit von h.

(1) = (i1). Zuerst beweisen wir das folgende

Lemma 1.2.7. Seien x € X und A C X mit fi(x) € fi[A]. Dann fo(z) € folA].

Beweis. Wenn fo(z) € folA], dann gibt es ¢y € C,(Zy), fiir die gilt ¢o(fo(x)) = 1 und
oo | folA] = 0. Aus (i) folgt, dass es eine ¢y € C,(Z;) mit

fE (@) =10 fr = [ (d0) = do o fo
gibt. Daraus folgt ¢1(f1(x)) = ¢o(fo(x)) = 1 und

¢1 T filA] = (¢1 0 f1) [Z:(¢Oof0) fﬁzoa

im Widerspruch zur Stetigkeit von ¢; und fi(z) € fi[A]. O

Wir brauchen noch ein unterstiitzendes

Lemma 1.2.8. f;'(fi(z)) C fi ' (fo(x)) fiir jeden Punkt v € X.

Beweis. Nehmen wir 2/ € f;*(fi(x)) und wenden Lemma 1.2.7 auf 2/ und A = {x} an

(wir haben f1(2) = fi(x) € f1[A] C f1[A]):

fo(@') € folA] = {fo(2)} = {fo(2)},
und deshalb fy(2') = fo(z) und schlieflich gilt 2’ € f5'(fo(z)). O

Endlich kénnen wir den Beweis von (i) = (ii) vervollstindigen. Das Lemma 1.2.8
erlaubt uns die gesuchte Abbildung h zu definieren: h(z) = fo(f; *(2)) fiir alle z € Z;.
Dann gilt h(f1(z)) = fo(fi ' (f1(2))) = fo(x) fiir alle z € X, was ho f; = f, impliziert.

Es bleibt zu zeigen, dass h stetig ist. Seien B C Z; und z; € B. Wir setzen nun
A = f7![B] und nehmen z € f{'(z). Dann gilt fi(z) = 2 € B = f1[A], was nach dem

Lemma 1.2.7 fy(z) € fo[A] impliziert. Das heit, h(fi(z)) € h[f1[4]], also

h(z1) € h[B], (1.1)

weil z; = fi(z) und B = f1[A]. Die Inklusion in (1.1) ist dquivalent zur Stetigkeit von
h. O
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Hilfssatz 1.2.5(i) folgt aus Hilfssatz 1.2.6: seien Z; = X und f; = idx. Dann besagt
Hilfssatz 1.2.6(i), dass fi'[C,(Z0)] C fF[C,(Z1)] = C,(X), und Hilfssatz 1.2.6(i7) ergibt
nichts Anderes, als die Stetigkeit von fy (weil fy in diesem speziellen Fall gleich h sein

muss).

1.3 Kanonische Einbettung von X in C,(C,(X))

In diesem Abschnitt sammeln wir Fakten iiber die kanonische Einbettung von X in
Cp(Cp(X)) und die Eigenschaften der linearen Hiille von X in C,(C,(X)). Diese Fakten
konnten, z. B., in [3, Ch. 0, § 4 und § 5| gefunden werden, allerdings teilen wir hier mehr

Details mit.

Definition 1.3.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge F C RX heikt regulr,
wenn es fiir alle 2 € X und A C X mit x & A es f € F gibt, sodass f(x) & f[X].

Jeder Punkt x € X definiert durch die Abbildungsvorschrift ¢, (f) := f(x) eine Funk-
tion von F in R.

Die Funktion ¢r : X — R”, ¢r : & — g,, wird oft kanonische Auswertungsabbildung

von X in R” genannt. 0

Hilfssatz 1.3.2. Die Funktion g, : F — R ist stetig, wenn F mit der von RX vererbten
Unterraumtopologie versehen ist.

Ist X ein topologischer Raum, so ist die Funktion ¥r : X — R” stetig, wenn F C
Cp(X) und R” mit der Produkttopologie versehen ist.

Beweis. g, ist die Einschrinkung auf F der Projektionsabbildung 7, : R* — R und
die letztere ist nach der Definition der Produkttopologie stetig. Einschrankungen stetiger
Abbildungen sind stetig.

Sei nun W =,z WJIl(Uf) eine offene Teilmenge von R”, wobei Fy C F endlich,
ps : R” — R die Projektionsabbildung und U; C R offen ist. Dann gilt:

AWl ={zeX :VfeFR(fx) eUn} =) fU

feFo

und die letztere Durchschnittsmenge ist offen, weil alle f € F; stetig sind. O]
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Im Folgenden werden wir immer F C R¥X als Teilraum von R betrachten. So ergibt
sich aus dem Hilfssatz 1.3.2, dass das Bild der kanonischen Auswertungsabbildung i r

eine Teilmenge von C(F) C R” ist.

Hilfssatz 1.3.3. Ist F C RY regulir und besteht aus stetigen Funktionen, so ist die
kanonische Auswertungsabbildung 1V x ein Homeomorphismus von X auf das Bild x| X] =

{g. : © € X}, versehen mit der von R” vererbten Unterraumtopologie.

Beweis. 1 x ist stetig nach dem Hilfssatz 1.3.2.
Da X vollstdndig-reguldr und daher ein 7T}-Raum ist, sind Einermengen {z}, z € X,
abgeschlossen, daher gilt zo & {x;} fiir alle 2y # x; € X. Fiir solche x, x; ergibt sich aus

der Regularitdt von F eine Funktion f € F, sodass

f(xo) & {f(z1)} = {f(z1)}.

Das ist aber dquivalent dazu, dass f(zo) # f(z1), oder g.,(f) # 9z, (f), Was guy # Guy

impliziert. Also ist ¥ x injektiv.

Sei nun U C X offen, x € U und f € F mit der Eigenschaft f(z) ¢ f[X \ U]. Dann
gibt es a > 0, sodass (f(z) — a, f(z) + a) N f[X \ U] = 0. Es bleibt einzusehen, dass fiir

W=a(f(2) —a, f(z) +a) = {g e R : g(f) € (f(2) = a, f(x) + a) }

folgendes gilt:
9. € WNyYx[X] C¢r[U].

Tatsdchlich folgt die erste Inklusion aus g.(f) = f(z) € (f(x) — a, f(z) + a). Um die
zweite zu beweisen, nehmen wir g,» € W und beweisen, dass 2’ € U: Sonst hétten wir

g (f) = f(2') € fIX\U], was g € W ergébe, weil (f(z)—a, f(x)+a)Nf[X\U]=0. O

Anmerkung 1.3.4. Aus dem Hilfssatz 1.3.2 ergibt sich, dass das Bild ¢ #[X] = {g, : © €
X}, versehen mit der im Hilfssatz 1.3.3 betrachteten Topologie, ein Teilraum von C,(F)
ist. Also ist ¢)x ein Homeomorphismus von X auf einen Teilraum von C,(F), sobald

F C Cp(X) regulér ist. O
Wir werden iiberwiegend mit der folgenden reguliren Menge von Funktionen arbeiten:

Beispiel 1.3.5. C,(X) C R¥ ist regulr fiir jeden vollstindig-reguliren Raum X. Genau
soist {f € Cp(X) : fIX] C [0, 1]} reguldr fiir jeden vollstindig-reguldren Raum X. O.
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Definition 1.3.6. Aus der Anmerkung 1.3.4 folgt, dass die kanonische Auswertungsab-
bildung
Yo, x): X — Cp(Cp(X)) C R

ein Homeomorphismus von X auf sein Bild ¢, (x)[X] ist. Dieser Homeomorphismus heifst
kanonische Finbettung von X in C,(C,(X)). Im Folgenden identifizieren wir jeden Punkt
r € X mit seinem Bild g, = V¢, (x)(7) € Cp(Cp(X)).

Die lineare Hiille von X in C,(C,(X)), also

{ozo-:v0+~~+04nf1‘l‘n71 In€wmn>1,20,...,001€ X,00,...,0,1 € R},
bezeichnen wir mit L,(X). O

Jeder z € X C C,(C,(X)) ist eine lineare Funktion von C,(X) nach R: Es gilt
offensichtlich

(Ao fot+ M- fi) = Ao fot+ A fi)(x) = (Ao fo)(z) + (A1~ fi)(z) =
= Xo - fo(®) + A+ fi(w) = Ao - 2(fo) + A1 - 2(f1)

fir alle fo, f1i € Cp(X) und Ao, Ay € R. Daher sind eigentlich alle Elemente von L,(X)
lineare Funktionen von C,(X) nach R. Das folgende Lemma besagt, dass die Umkehrung

auch gilt.

Lemma 1.3.7. Sei ¢ € C,(C,(X)) eine lineare Funktion. Dann gibt es n € w,n > 1,

Loy Tuo1 € X, und ag, ..., a,_1 € R, sodass
¢:Q0'x0+"'+an71'xnfl~

Beweis. Da ¢ linear ist, gilt ¢(0) = 0, und daher gibt es eine offene Umgebung W von
0 € Cp(X) mit p[W] C (—1,1). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir davon

ausgehen, dass T eine basische Umgebung von 0 ist, also W = (), 7, ' (—a, a), wobei

a > 0 und K eine endliche Teilmenge von X ist.

Zuerst zeigen wir, dass ¢(f) = 0 fiir alle f € C,(X) mit f [ K = 0. Wenn ¢(f) # 0,

dann
f o(f)
—— ) =—==1 1,1
obwohl # | K = 0 und daher # € W, und dies im Widerspruch zur ¢[WW] C (—1,1)

steht.
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Fiir jeden z € X sei f, € Cp(X), sodass f,(r) =1 und f, | (K \ {z}) = 0. Es reicht
zu zeigen, dass fir A\, := ¢(f,) gilt

S) = e F@) =D Ae-a(f),

zeK zeK

wobei f € C,(X) beliebig ist. Tatsdchlich, fiir

gi=Ff=>_ f)- [

rzeK

und fiir alle z € K gilt

gl@) = (f = Y f@) - fa)@) = fla) = Y f(@)- fule) = f(2) - fula) =

r’eK v’ eK,x'#x

was ¢(g) = 0 ergibt. Also gilt

0=0(f = > fa)- fo) =(f) = > f@)-b(fa) =6(f) = D> Ao~ flz) =

rzeK zeK zeK
:¢(f>_z)‘x$(f>7
zeK
was ¢ = ) Ap - @ impliziert. O

Definition 1.3.8. Zu einem topologischen Vektorraum V iiber R bezeichnet V' den zu
V' gehdrigen topologischen Dualraum, das heifft die Menge aller stetigen linearen Abbil-
dungen von V' nach R, versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz (= mit
der Unterraumtopologie von C,(V')). Nach dem Lemma 1.3.7 ist L,(X) der topologische
Dualraum von C,(X), d.h., L,(X) = C,(X)". O

Hilfssatz 1.3.9. Fir einen vollstindig-reguliren Raum X gilt:
(i) X st abgeschlossen in L,(X);
(17) L,(X) ist abgeschlossen in C,(C,(X)); und deshalb

(i13) X ist abgeschlossen in C,(Cy(X)).

Beweis. (i). Sei X der Abschluss von X in L,(X). Angenommen, es gibt y € X\ X. Seien

new,n>1x,...,0,.1 € X,und o, ...,a,_1 € R, sodassy = ag-xo+- - +_1-Tp_1.



22 KAPITEL 1. FUNKTIONENRAUME

Wir betrachten nun den Raum Y = X U {y}, versehen mit der Unterraumtopologie von
L,(X) C Cy(Cp(X)). Es gibt ¢ € C,(Y), sodass ¢(y) = 1 und ¢ | {zo,..., 2,1} = 0.
Dann fiir f:=¢ [ X € C,(X) gilt

y(f) = (ao-zo+ -+ an1-na)(f) = a0 - fwo) + -+ anr- f(&na) = 0.

SeiU = f'(—3,3) =C ¢ *(—3,3) C X. Dann ist y € X \ U, wobei der Abschluss in
Y berechnet ist: y € X und y ¢ U. Aus z(f) = f(z) > § fiir alle 2 € X \ U ergibt sich
y(f) > 5 (weil die Abbildung z — z(f) von L,(X) nach R stetig ist), im Widerspruch

zur oben bewiesenen Gleichung y(f) = 0.

(#7). Nach dem Lemma 1.3.7 besteht L,(X) aus allen linearen Funktionen in C,(C,(X)).
Da jede Funktion im Abschluss einer Menge linearer Funktionen A C C,(C,(X)) wieder
linear ist, ist L,(X) abgeschlossen in C,(C,(X)).

(i1) ergibt sich unmittelbar aus (¢) und (7). O

1.4 Satze von Okunev und Nagata

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es nicht homéomorphe Rdume X und Y gibt,
fir die C,(X) und C,(Y") homéomorph sind; Unter einer zusétzlichen Voraussetzung ist
eine solche Situation allerdings nicht mehr moglich. Diese Fakten konnten, z. B., in |3,
Ch. 0, § 4 und § 6] gefunden werden, allerdings liefern wir mehr Details. Der folgende

Satz wurde zuerst von Okunev in seinem Vortrag [24] erwdhnt.

Satz 1.4.1. Ist X gleich einem Produkt Y xR, so gibt es einen linearen Homeomorphis-

mus 1 : Cp(X)* — Cp(X).

Beweis. Sei Z die Menge der ganzen Zahlen mit der diskreten Topologie und X, :=
Y xZ C X. Sei |r] die Abrundungsfunktion, die jeder reellen Zahl r die nichstliegende,
nicht groRere ganze Zahl zuordnet, und (r) = r—|r|. Fiir jeden x = (y,r) € X bezeichnen

wir (y, |r]) bzw. (y, [r] + 1) mit 2~ bzw. zT. Fiir jede Funktion f € C,(X,) durch

O()(y.r) = (L= () fla™)+(r)- faT)
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definieren wir eine Erweiterung von f auf X: Wenn = € Xy (= r € Z), dann (r) = 0
und daher 0(f)(y,r) = f(z~) = f(z). Es ist leicht einzusehen, dass 6(f) € C,(X) und
0 : Cp(Xo) = Cp(X) linear ist. 6 ist auch stetig: Sei = (y,7) € X und € > 0. Dann ist
die Menge
W= {f € Cy(Xo) : 0(f)(z) € (—c,€)} =
—{FECXo) + (L= () - fu, L) + () Fly, [r] + 1) € (e, )}

in C,(Xy) offen, weil fiir jede Funktion f € W und

0 =min {|(1—(r)) - fy, [r]) + () fy, lr] +1) +el;
(L= () Sy, e D) + () Sy, ]+ 1) — e}

gilt: h € W fiir alle h € C,,(Xy) mit

’h<y7 LTJ - f(y7 LTH7 }h(ya LTJ + 1) - f(y7 LTJ + 1)‘ <

| S

Somit ist 0 : Cp(Xo) — Cp(X) eine stetige lineare Transformation, die jede stetige f €
Cp(Xp) auf X erweitert.

Sei V ={g € Cp(X):g | Xo=0}. Dann ist die Abbildung v : C,,(Xy) x V — C,(X),
v:(f,g9) =0(f)+ g, ein linearer Homeomorphismus: v ist offensichtlich stetig. Wenn

v(fo,90) = 0(fo) + g0 = 0(f1) + g1 = v(f1, 91),

dann gilt 6(fo — f1) = g1 — go, und daher

fo—fi=0(fo— f1) | Xo= (91— g0) [ Xo =0,

und schlieklich 0 = 0(fo— f1) = g1 — go. Somit ist v injektiv. Fiir jede Funktion h € C,(X)
gilt
v(h [ Xo,h—0(h | Xo)) =0(h | Xo) + (h—0(h | Xo)) = h,
und somit ist v surjektiv. Die obere Formel impliziert, dass v=1(h) = (h | Xo,h — 0(h |
Xo), was auch die Stetigkeit von v~! ergibt.
Da X eine direkte Summe von abzihlbar vielen Kopien von Y ist, haben wir

Lh

Cp<X0) = Cp(Y)w

IR
=

(G (Y)*)" = Cp(X)”, (1.2)
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wobei ~ “linear homéomorph” bedeutet. Der Vektorraum V' ist kanonisch linear homdoo-
morph zum Produkt [], ., V;,, wobei

Vo={9€C(Y x[nn+1]) : g (Y x{n})=0und g | (Y x {n+1})=0}.

Da die Vektorrdume V,,, n € Z, paarweise linear homéomorph sind (zum Beispiel ist die

Abbildung V,, 5 g — ¢ € Vi, ¢ (y, k) = g(y, k + (m — n)), ein linearer Homeomorphis-

mus), gilt
lh lh lh lh
Ve [v.= vy () =ve (1.3)
nez
Aus den Gleichungen (1.2) und (1.3) ergibt sich
Lh Lh Lh lh
Cp(X) = Cp(Xo) x V' = Gp(Xo)* x V¥ = (Gy(Xo) x V)* = Cp(X)”

1h

Folgerung 1.4.2. C,(R) =~ Cp(R)* = Cp(RXZ), obwohl R und R x Z nicht homéomorph

sind.

Beweis. Der erste Teil folgt aus dem Satz 1.4.1. R und R x Z sind nicht hom&omorph,

weil R zusammenhéngend ist und R x Z nicht. O]

Definition 1.4.3. Ein topologischer Ring ist ein Ring (R, +,-) samt einer Topologie 7
auf der Grundmenge R, sodass +: R X R - R, —: R — Rund - : R Xx R — R stetig
sind. Die ersten zwei Bedingungen bedeuten, dass (R, +, 7) eine topologische Gruppe ist.

O

Anmerkung 1.4.4. In der Regel erhilt man eine Topologie auf einem (kommutativen)
Ring R, indem man eine gegeniiber endlichen Schnitten abgeschlossene Familie B der

Nullumgebungen definiert, und setzt
B,:={z+U={z+r:reU} : UeB},

wobei B, eine Umgebungsbasis fiir x bezeichnet. In diesem Fall kénnen wir die Stetigkeit
von +: R X R — Rund — : R — R allein mit Nullumgebungen charakterisieren (siehe,

z.B., [12]): + : RXx R — Rund — : R — R sind genau dann stetig, wenn

VUEBHVGB(V—VZ:{TO—TliTo,T1€V}CU). (14)
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gilt. Tatséchlich, wenn + und — stetig sind, dann so ist auch die Abbildung R x R >
(ro,m) — 190 — 11 € R als eine Hintereinanderausfiihrung deren. Die Stetigkeit dieser
Funktion in (0,0) ist dquivalent zu (1.4).

Fiir die Umkehrung nehmen wir eine offene Umgebung U von —r. Dann ist r+U € B,
und daher gibt es V € B, sodass V —V C r+ U gilt. Insbesondere 0 =V = -V Cr+U,
was —r — V = —(r + V) C U ergibt und somit die Stetigkeit von “—” beweist. Da “—"
eine Bijektion ist, die ihrer Umkehrfunktion gleich ist, ist “—” ein Homeomorphismus
von R nach R. Daher kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass

—V € B fiir alle V € B gilt. Deswegen impliziert (1.4) auch
YU e BIW e B(W+W cU),

wir kénnten, z. B., die Umgebung V aus (1.4) nehmen und W := V N (=V) setzen. Sei
nun U eine offene Umgebung von ¢ + r1. Dann gilt —(ro + r1) + U € B, daher gibt es
W e Bmit W+ W C —(rg+r1) + U. Dann haben wir

(ro+m)+W4+W=(rg+w)+(ri +W)CU,

was die Stetigkeit von “+” beweist.

Die Multiplikation ist genau dann stetig, wenn es fiir jede Umgebung U € B von rgry €
R Umgebungen Vy 3 rg, Vi 3 ry gibt, sodass Vo - Vi = {xg 21 : 29 € Vo, € Vi} C U
gilt.

Die Linksmultiplikation mit einem festen Element ¢ € R, also die Abbildung R >
r +— cr € R, ist genau dann stetig, wenn es fiir jede Umgebung U € B eine Umgebung
V € B gibt, sodass ¢V := {cr : r € V} C U gilt. Genauso lisst sich auch die Stetigkeit
der Rechtsmultiplikation mit ¢ € R charakterisieren: VU € B3V € B(Ve = {rc : r €
V} C U). Im Fall eines kommutativen Ringes sind die beiden Bedingungen offensichtlich
gleichwertig. Die Stetigkeit von - : R X R — R ist nicht dquivalent zur Disjunktion der
Stetigkeiten von Rechts- und Linksmultiplikationen, das entsprechende Beispiel ist aber

fiir unsere Zwecke irrelevant. O

Beispiel 1.4.5. C,(X) ist mit der punktweisen Addition und punktweisem Produkt ein
topologischer Ring. O
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Definition 1.4.6. Topologische Ringe Ry, R, heifsen topologisch isomorph, wenn es einen
Isomorphismus ¢ : Ry — R; gibt, der gleichzeitig ein Homeomorphismus ist. Solche

Abbildungen ¢ heifen topologische Isomorphismen. O
Der folgende Satz wurde in [22] bewiesen.

Satz 1.4.7. Seien X,Y wvollstindig-requlire Raume. Sind C,(X) und C,(Y") topologisch

tsomorph, so sind X und Y homdéomorph.

Beweis. In diesem Beweis nennen wir eine Abbildung ¢ : C,(X) — R multiplikativ, wenn
o(f-g9) =o(f) - o(g) fiir alle f,g € Cp(X) gilt, wobei f - g das punktweise Produkt von
f, g bezeichnet. Sei X; die Familie aller ¢ € L,(X) \ {0}, die multiplikativ sind. Es gilt
XCXizx(f-9)=(-9)(x)=f(x)g(x) =z(f)x(g). Jeder topologische Isomorphismus

6 : Cy(X) = Cp(Y) erzeugt einen Homeomorphismus 6, zwischen X; und Yi:

wobei ¢ € X, und h € C,(X). Daher reicht es zu zeigen, dass X; = X.

Seip € X;.Dagp#0,esgibtnecw,n>1,x0,...,0,.1 € X, und ag,...,a,_1 € R,
sodass ¢ = - xo+ -+ + Q1 - Tp_1, T; # x; fiir i # 7, und a; # 0 fiir ¢ < n. Es gibt
zwei Moglichkeiten.

1. n > 1. Nehmen wir hg,hy € C,(X), sodass hi(x;) = - und f;(x;) = 0 fiir alle

7

i € {0,1} und j # i. Dann haben wir

d(hi) = (- w0+ + a1 - Tpo1)(hi) = g - hi(zo) + -+ + et - hi(xp—1) =

wobei i € {0,1}. Auf der anderen Seite gilt

dho-h1) = (- 2o+ +an_1-Tn_1)(ho-hy) =

= Q- (ho . hl)(l'o) + et Qg (ho . hl)(l’n,ﬁ = Oéo(ho . hl)(.%o) -+ Oél(ho . h1)<$1) = O,

was zu ¢(hg - hy) = ¢(ho) - ¢(h1) =1-1 =1 in Widerspruch steht.

2.n =1, also ¢ = ayzp. Dann fiir Cp)(X) > h=1gilt h-h = h, was ¢(h) = ¢(h-h) =
é(h)? und somit ¢(h) € {0,1} ergibt. Auf der anderen Seite gilt ¢(h) = apro(h) =
aph(xg) = ap. Aus ap # 0 ergibt sich ap = 1, also ¢ = xy € X. O
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Der obere Satz ergéinzt den Satz 1.4.1 samt der Folgerung 1.4.2, weil jeder topologische
Isomorphismus ¢ der Ringe C,(X), C,(Y) ein linearer Homeomorphismus ist. Tatséchlich,

fiir jede natiirliche Zahl n > 0 und f € C,(X) gilt

o(nf)=o(f +---+f) =o(f) + -+ o(f) = no(f).

(. N

n Mal n Mal

Sei nun auch m € w, m > 0. Dann fiir g = %f haben wir

no(f) = ¢(nf) = ¢(mg) = me(g),

und daher ¢(g) = d)(%) = 2¢(f). Aus der Stetigkeit von ¢ ergibt sich nun ¢(a f) = agp(f)
fiir alle > 0, und somit auch fiir negative o, weil ¢(—f) = ¢(f).

Fiir kompakte Rdume X kann man die Topologie von X direkt aus der algebraischen
Struktur von C,(X) gewinnen (siehe |28, Theorem 7.7.1] oder |26, Satz. 15.9], wo man

einen in sich abgeschlossenen Beweis findet):

Satz 1.4.8. Zwei kompakte Hausdorff-Riume X und Y sind genau dann homdomorph,
wenn die Ringe Cy(X) und C,(Y') isomorph sind.



Kapitel 2

Uberdeckungseigenschaften und

Mengenwertige Abbildungen

2.1 Ordinal- und Kardinalzahlen

Hier sammeln wir grundlegende Fakten und Definitionen in Bezug auf Ordinal- und
Kardinalzahlen. Diese kommen in der Regel als Hilfsmittel in Vorlesungen iiber Topologie
vor, wir beschreiben daher keine Beweise. Vielmehr wollen wir entsprechende Bezeichnun-

gen in den kommenden Abschhnitten erkliren. Unsere Darstellung folgt [20, Kapitel 9].

Definition 2.1.1. e Sei R eine Relation auf einer Menge A. Ein Tupel (A, R) heifst
Wohlordnung genau dann, wenn (A, R) eine Ordnung ist, in der jede nicht leere

Teilmenge B von A ein R-minimales Element hat, das heifst

VB C A((B#0) — 3z € BVy € B(-yRx)).

e Eine Menge A heifst transitiv, wenn A elle Elemente ihrer Elemente enthélt, also

Ve e AVy e z (y € A).

e Eine Menge X heift Ordinalzahl genau dann, wenn X transitiv ist und (z, €) eine

Wohlordnung ist. O

Ist 2 eine Ordinalzahl und y € x, so ist auch y eine Ordinalzahl.

28
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Zu jeder Ordinalzahl o kann man ihren Nachfolger S(a) = o U {a} definieren. So
entstehen natiirliche Zahlen: 0 := (), 1 := {0} = S(0), ..., n+ 1 ={0,1,...,n} = S(n),
..., die alle Ordinalzahlen sind. « heiltt Nachfolgerordinalzahl genau dann, wenn o =
S(B) fiir eine Ordinalzahl 5. Sonst heikt « Limesordinalzahl. Zum Beispiel ist w eine
Limesordinalzahl (die dank dem Unendlichkeitsaxiom existiert). So ist eine Ordinalzahl
« eine natiirliche Zahl (= element von w) genau dann, wenn alle 8 < a Nachfolger sind.

Als Néchstes préasentieren wir die Klassifikation aller Wohlordnungen bis auf Isomor-
phie. Im Allgemeinen sind Klassifikationsaufgaben in der Mathematik kaum mdglich. Bei

den Wohlordnungen wird dies nicht der Fall sein.

Definition 2.1.2. Sei (A, R) ein geordnetes Paar, x € A. Die Menge pred(A4,z, R) =
{y € A: yRz} heift die Vorgingermenge von z in (A, R). O

Das néchste Faktum ist auch als der Trichotomiesatz fiir Wohlordnungen bekannt

Satz 2.1.3. Seien (A, R), (B,S) Wohlordnungen. Dann gilt genau eine der folgenden

Aussagen:
(1) (A, R) = (B,S) oder
(17) Es gibt x € A, sodass pred(A, x, R) = (B, S) oder
(i13) Es gibt y € B, sodass pred(B,y,S) = (A, R)
Der obere Trichotomiesatz impliziert das nichste fundamentale Faktum.

Satz 2.1.4. Sind x,y Ordinalzahlen, so gilt
(x=y) V (z€y) V (y €x). D

Die Kardinalzahlen werden in der Regel mithilfe des folgenden Satzes (Wohlordnungs-

satz) von Zermelo eingefiihrt:

Satz 2.1.5. Das Auswahlaziom ist dquivalent dazu, dass es fir jede Menge A eine Wohl-

ordnung R auf A gibt. O

Mithilfe der Abbildung ¢, die jedem Element a € A die Menge {¢(z) : v € A,z Ra}

rekursiv zuordnet (diese ¢ heilt Mostowski-Kollaps), beweist man
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Folgerung 2.1.6. Das Auswahlaxiom ist dquivalent dazu, dass es fir jedes X eine Or-

dinalzahl o und eine Bijektion f: X — a gibt. O

Die obere Korollar samt dem Faktum, dass es in jeder Menge von Ordinalzahlen die

kleinste gibt, motiviert die folgende

Definition 2.1.7. e Fiir eine Menge A sei |A| die kleinste Ordinalzahl «, sodass es
eine Bijektion f: A — « gibt. |A| heift die Mdchtigkeit oder Kardinalitat von A.

e « ist eine Kardinalzahl genau dann, wenn |o| = o. Zum Beispiel ist |A| eine Kardi-

nalzahl fiir jede Menge A. O

Der folgende Satz wird wahrscheinlich am 6ftesten in Berechnungen der Méachtigkeiten

in der mengentheoretischen Topologie verwendet.
Satz 2.1.8. o |A| = |A"| = |A=¥| fiir jede unendliche Menge! A undn € w, n > 1.
o |A x B| =max{|A|, |B|}, wobei A, B unendlich sind.

o |A| < |B| wenn es eine surjektive Abbildung f : B — A (= eine injektive Abbildung
g: A= B) gibt.

2.2  Uberdeckungseigenschaften

Definition 2.2.1. Sei X ein topologischer Raum. Die Lindeldf-Zahl von X, [(X), ist die
kleinste Kardinalzahl & sodass jede offene Uberdeckung i von X eine Teiliiberdeckung
Uy besitzt, deren Kardinalitit |Up| kleiner oder gleich « ist.

Topologische Raume X mit [(X) < w werden Lindeldf-Riume genannt. Anders ausge-
driickt, X ist ein Lindel6f-Raum genau dann, wenn jede offene Uberdeckung eine hichs-

tens abzédhlbare Teiliiberdeckung besitzt. O

Das folgende Beispiel findet man in [10, S. 17].

"Hier A<% := ], A"

new
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Beispiel 2.2.2. Sei k eine Kardinalzahl. Wenn der topologische Raum X eine Basis B
mit |B| < k hat, dann ist [(X) < k. Insbesondere ist jeder Raum X mit abzéhlbarer Basis
ein Lindel6f-Raum. Tatséchlich, sei I eine offene Uberdeckung von X. Fiir jede Menge
U el gibt es By C Bmit U = [J{B : B € By}. Fiir jede Menge B € By := {J; ¢, Bv
finden wir U(B) € U, sodass B € By(p) (und daher B C U(B)). So ergibt sich

X=Ju=JuBy:Uecuy =B, c| {UB): BeB}CX,

und deshalp ist {U(B) : B € By} eine Teiliiberdeckung von U mit [{U(B) : B € By}| <
|Bo| < [B] < .

Topologische Rdume miissen aber nicht eine Basis B mit Kardinalitit gleich der
Lindel6f-Zahl besitzen: Z.B., der Satz von Tychonoff besagt, dass X := {0,1}* kom-
pakt fiir jede Kardinalzahl  ist (und deswegen [(X) < w), aber es gibt offensichtlich

keine Basis B fiir X mit |B| < k. O

Wir werden uns auch mit anderen Uberdeckungseigenschaften beschiiftigen, die von

kombinatorischer Natur sind.

Definition 2.2.3. Ein topologischer Raum X heifst Menger-Raum (oder, dquivalent, hat
die Uberdeckungseigenschaft von Menger), wenn fiir jede Folge (U, : n € w) von offenen
Uberdeckungen von X es eine Folge (V, : n € w) gibt, sodass jede V, eine endliche
Teilmenge von U, ist, und die Familie {UV, : n € w} eine Uberdeckung von X ist.
Verlangt man in der oberen Definition zusétzlich, dass die Menge {n € w : = ¢
UV, } fiir jedes € X endlich ist (solche Uberdeckungen heifen ~-Uberdeckungen), so
definiert man Hurewicz-Riume (oder, dquivalent, Rdume mit Uberdeckungseigenschaft

von Hurewicz.) O

Hurewicz-Réume wurden von Hurewicz in [14] eingefiihrt. Die obere Definition von
Menger-Raumen, die heutzutage iiblich ist, wurde ebenfalls von Hurewicz eingefiihrt.
Man verwendet den Namen “Menger-Raum”, weil Hurewicz in [13] bewiesen hat, dass fiir
Teilrdume von R seine Eigenschaft einer anderen dquivalent ist, die von Menger in [21]
betrachtet wurde.

Ein topologischer Raum heift o-kompakt, wenn er sich als abzdhlbare Vereinigung
kompakter Teilrdume schreiben ldsst. Die o-Kompaktheit ist eine natiirliche Abschwa-

chung des topologischen Begriffs der Kompaktheit. Die reellen Zahlen bilden einen nicht
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kompakten Raum, der o-kompakt ist, weil R = [ —n,n] und jedes abgeschlossene

new [

Interval kompakt ist.

Beispiel 2.2.4. Jeder o-kompakte Raum X ist ein Hurewicz-Raum, und jeder Hurewicz-
Raum ist ein Menger-Raum.

Die zweite Implikation ist offensichtlich, weil es in der Definition von Hurewicz-Radumen
einfach mehr verlangt wurde, als in der von Menger-Rdumen. Um die erste Implikation

zu beweisen, betrachten wir einen Raum X = J _  K,, wobei jeder Teilraum K, kom-

new
pakt ist, und eine Folge (U, : n € w) von offenen Uberdeckungen von X. Weil eine
endliche Vereinigung von kompakten Teilrdumen wieder kompakt ist, fiir jede n findet

man eine endliche Teilmenge V,, von U, sodass gilt |J,., K; C UV,. Sei x € X und

i<n

1 € w, sodass x € K;. Dann fiir jede n > ¢ gilt x € Uign K; c UV,. Somit hat X die

Uberdeckungseigenschaft von Hurewicz. O

Es gibt einen Hurewicz-Teilraum X von R, der nicht o-kompakt ist, siehe [15, Theo-
rem 5.1]. Es gibt auch einen Menger-Teilraum X von R, der nicht Hurewicz-Raum ist,
siehe [8]. Wir werden uns aber in dieser Arbeit mit diesen Konstruktionen nicht beschéf-
tigen.

Das nachste Lemma konnte als “Folklore” betrachtet werden.

Lemma 2.2.5. Seien X,,, n € w, Menger- (bzw. Hurewicz-)Teilraume von einem topo-

logischen Raum X. Dann ist auch Z =] _ X, ein Menger- (bzw. Hurewicz-)Teilraum

new

von X.

Beweis. Seien (U, : m € w) offene Uberdeckungen von Z. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass alle U, aus offenen Teilmengen von X
bestehen.

Zuerst werden wir den Fall von Menger-Rdumen betrachten. Sei w = ., An eine
Zerlegung, wobei jede A, unendlich ist. Fiir jede n gibt es eine Folge (V! : m € A,),
sodass jede V7 eine endliche Teilmenge von U, ist, und die Familie {UV} : m € A,}
eine Uberdeckung von X, ist. Dann ist {UV" : n € w,m € A,} eine Uberdeckung von
Z = Unew Xn-

Seien jetzt {X,, : n € w} Hurewicz-Raume. Fiir jede n € w gibt es eine Folge (V! : m €

w), sodass jede V" eine endliche Teilmenge von U,, ist, und die Familie {UV" : m € w}



2.2. UBERDECKUNGSEIGENSCHAFTEN 33

eine v-Uberdeckung von X, ist. Jetzt nehmen wir als V,, die Vereinigung J V! und

n<m
behaupten, dass {UV,, : m € w} eine y-Uberdeckung von Z ist. Sei also m € w und x €
X, Da {UV? : m € w} eine y-Uberdeckung von X, ist, gibt es eine mqy € w mit z € UV?
Vi =UV,. O

i<m " m

fiir alle m > myg. Dann fiir alle m > max{mg,n} gilt z € UV C UJ

Der unten definierte Baire-Raum hilft oft, die Uberdeckungseigenschaften von Menger

und Hurewicz besser zu verstehen.

Definition 2.2.6. Die Grundmenge des Baire-Raums ist die Menge w* aller Folgen von
natiirlichen Zahlen. Die Topologie des Baire-Raums ldsst sich als die abzéhlbare Produkt-

topologie der diskreten Topologie iiber w definieren. O

Da die diskrete Topologie metrisierbar ist, ist auch der Baire-Raum metrisierbar, es

lasst sich auch eine einfache Metrik konkret angeben:

d(, y) = 2~ minlnzAy(n)

wenn r # y und d(z,y) = 0 sonst. d ist sogar eine Ultrametrik, das heifst d(x,z) <
max{d(z,y),d(y, z)} fir alle z,y, z € w*. Die Vollstiandigkeit von (w*, d) ldsst sich analog
(und sogar einfacher) zu den reellen Zahlen zeigen.

Jeder Punkt z im Baire-Raum hat die Familie aller Mengen {[z | n] : n € w} als
abzidhlbare Umgebungsbasis, wobei hier [x [ n] = {z € w¥ : x [ n = z | n}; Anders
ausgedriickt, [x | n] besteht aus allen z € w*, sodass die ersten n Stellen von z mit denen
von z iibereinstimmen. Dies erlaubt eine natiirliche Charakterisierung der Stetigkeit einer
Funktion f : Z — w®: f ist stetig in z € Z genau dann, wenn fiir jede n € w eine offene
Umgebung U > z existiert, sodass fiir alle 2/ € U gilt f(2') [ n= f(2) [ n.

Die folgende Relation auf w* spielt eine wichtige Rolle in den Untersuchungen iiber

die Uberdeckungseigenschaften von Menger und Hurewicz:
<y €5 IngewVn>ny (z(n) < y(n)).
Eine Teilmenge D C w* heifst

o dominierend (hinsichtlich der Relation <*), wenn fiir jedes x € w” es ein d € D

gibt, sodass x <* d;
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o begrenzt (hinsichtlich der Relation <*), wenn es x € w* gibt, sodass d <* z fiir alle

de D.

Lemma 2.2.7. Ein Hurewicz- bzw. Menger-Teilraum X von w® ist begrenzt bzw. nicht

dominierend.

Beweis. Fiir jede n,k € w sei U = {x € w¥ : x(n) = k}. Jede U} ist eine gleichzeitig
offene und abgeschlossene Teilmenge von w®. Wir werden die Folge (U, : n € w) von
offenen Uberdeckungen von w* (und daher auch von X) untersuchen, wobei U,, = {U} :

ke w}.

Zuerst werden wir den Fall von Menger-Rdumen betrachten. Sei wieder w = J,,, A
eine Zerlegung, wobei jede A, unendlich ist. Aus der Uberdeckungseigenschaft von Menger
ergibt sich unmittelbar eine Folge (V, : n € w), sodass jede V), eine endliche Teilmenge
von U, ist, und fiir jede i € w die Familie {UV, : n € A;} eine Uberdeckung von X ist.
Seien K, die endliche Teilmenge von w mit V,, = {U} : k € K,,} und z(n) = max K.
Es bleibt zu zeigen, dass z £* = (dquivalent: die Menge J = {n € w : z(n) < z(n)} is
unendlich) fiir alle z € X gilt. Wir zeigen, dass J N A; # () fiir alle i € w. Sei also n € A;
mit ¥ € UV, = ek, Uy- Dann gilt z(n) € K, also gilt x(n) < max K,, = z(n), und

daher n € J N A;. Damit ist der “Menger-Teil” bewiesen.

Nun betrachten wir den Fall von Hurewicz-Ridumen. Aus der Uberdeckungseigenschaft
von Hurewicz ergibt sich unmittelbar eine Folge (V,, : n € w), sodass jede V), eine endliche
Teilmenge von U, ist, und die Familie {UV, : n € w} eine v-Uberdeckung von X ist. Seien
wieder K, die endliche Teilmenge von w mit V,, = {U} : k € K,,} und z(n) = max K.
Es bleibt zu zeigen, dass z <* z fiir alle x € X gilt. Es gibt ng € w mit x € U)), fiir
alle n > ng. Dies bedeutet schlieklich z(n) € K, also gilt 2(n) < max K,, = z(n) fiir alle

n > ng. O

Das obere Lemma in einer anderen Form findet man schon in [14], siche auch den

nachsten Abschnitt.
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2.3 Mengenwertige und (halb)stetige von oben Abbil-

dungen

In diesem Abschnitt werden wir mengenwertige Abbildungen, also Abbildunden ¥ :
Z = P(T)={Y :Y C T} (manchmal werden wir auch ¥ : Z = T schreiben), und ihre
einfache topologische Eigenschaften betrachten, wobei T', Z topologische Rdume sind. Wir
werden uns iiberwiegend mit dem Fall T = {0, 1}*X beschiiftigen, wobei X eine unendliche
Menge ist und {0, 1}* mit der Produkttopologie versehen ist. Die Indikatorfunktionen

liefern eine natiirliche Identifizierung
mx =7:P(X)3> A x4 €{0,1}*

von {0,1}* und der Potenzmenge P(X), wobei xy4(x) = 1 wenn 2 € A und x4(z) = 0
sonst. Es ist manchmal praktischer, mit P(X) versehen mit der Topologie 79 bestehend
aus Mengen 7 ![U] fiir U offen in {0,1}¥ in der Produkttopologie zu arbeiten, anstatt
direkt mit dem Raum {0, 1}. So besteht die Basis von Umgebungen von Y € P(X) aus

Mengen
[s,t] ={Y' Cc X:sCY' tnY =0},

wobei s, t endliche disjunkte Teilmengen von X sind. Aus dem Satz von Tychonoff ergibt
sich, dass (P(X), 7y) kompakt ist, einfach weil {0, 1}* mit der Produkttopologie so ist.
Fiir A C X wird durch 1 A die folgende Teilmenge von P(X) definiert: 1 A = {B C
X : A C B}. Es folgt aus der Definition von 75, dass T A abgeschlossen in P(X) ist:
Wenn C ¢1 A, dann gibt es a € A\ C, und schlieklich ist [(}, {a}] eine offene Umgebung
von C, die zu T A disjunkt ist. In der Regel werden wir mengenwertige Abbildungen
U : Z = P(X) verwerden, fiir die eine ¢ : Z — P(X) \ {0} gibt, sodass ¥(z) =1 ¢(2)
fiir jedes z € Z gilt. Daher werden wir die Eigenschaften von T A angehen. Zunéchst
wiederholen wir einige Sétze iiber kompakte Rdume. Der néichste Satz wurde von A.D.

Wallace bewiesen, siche [10, 3.2.10].

Satz 2.3.1. Sei A; ein kompakter Teilraum von einem topologischen Raum X;, i € I.

Fir jede offene Umgebung O von [],.; A;i in [[,c; Xi gibt es eine endliche J C I, und
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fiir jedes © € J eine offene Umgebung U; von A; in X, fir die gilt

Folgerung 2.3.2. Sei W eine offene Umgebung von T A in P(X), wobei A C X, A # 0.
Dann gibt es eine endliche Teilmenge B von A mit der Eigenschaft T A CT B C W.

Beweis. Fiir jedes x € X sei Z, = {1} wenn z € A und Z, = {0, 1} sonst. Es ist leicht
zu sehen, dass w[t A] = [[, .y Z,- Fiir O := 7[W] ergibt sich aus dem Satz 2.3.1 eine
endliche B C X, und fiir jedes z € B eine offene Umgebung U, von Z, in {0, 1}, sodass

HUmx H {0,1} C O.

€D zeX\B

Da Z, sowieso gleich {0,1} fiir x ¢ A ist (und daher auch U, = {0,1} fiir solche z),
ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir davon ausgehen, dass B C A. Es bleibt

festzuhalten, dass

tActB=r"]]U.x ][] {0.1}) ca O] =W

z€B z€X\B

]

Definition 2.3.3. Seien Z,T" topologische Rdume und ¥ : 7 = T eine mengenwertige
Abbildung. U heift kompaktwertig, falls ¥(z) ein kompakter Teilraum von T fiir jedes z
ist. U heist halbstetig von oben, wenn fiir jedes z € Z und jede offene Umgebung U von
WU(z) in T, es gibt eine offene in Z Menge V' 3 z, sodass W[V] := ., V(%) C U.

Das nichste Lemma konnte als “Folklore” betrachtet werden.

Lemma 2.3.4. Seien Z ein kompakter Raum (bzw. Lindeldf-Raum, Menger-Raum, Hurewicz-
Raum) und V : Z = T eine kompaktwertige und halbstetige von oben Abbildung. Dann
ist U[Z] =

ez V(2) auch ein kompakter Teilraum (bzw. Lindeldf-Teilraum, Menger-

Teilraum, Hurewicz-Teilraum) von T .

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir 7' = W¥[Z] annehmen. Wir
werden nur den Fall von Hurewicz-Raumen betrachten. Die anderen drei Félle sind analog

und sogar einfacher.
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Sei (U, : n € w) eine Folge von offenen Uberdeckungen von 7. Da ¥ kompaktwertig
ist, fiir jedes z € Z und n € w gibt es eine endliche Teilmenge U, ,, von U, die ¥(z)
iberdeckt. Die Halbstetigkeit von oben gibt uns eine offene in Z Menge V. ,, > z mit der
Eigenschaft W[V, ,] C U, ,. Die Familie V, := {V,,, : z € Z} ist eine offene Uberdeckung
von Z. Da Z ein Hurewicz-Raum ist, fiir jede n gibt es eine endliche Teilmenge V! von V,,
sodass {UV' : n € w} eine y-Uberdeckung von Z ist. Sei Z,, die endliche Teilmenge von Z,
fir die V, = {V., : z € Z,} gilt. Es folgt Y[UV!] C WU, wobei U], = U,cz, U, n € [Un|=*.
Es bleibt zu zeigen, dass {UU/, : n € w} eine y-Uberdeckung von T ist. Sei also t € T
Es gibt z € Z mit t € ¥(z). Es gibt ng € w, sodass z € UV, fiir alle n > ng, weil

{UV! :n € w} eine y-Uberdeckung von Z ist. Dann gilt:
Vn > ng (t € ¥(z) C W[UV,] C UU).
Deshalb ist {UU! : n € w} eine y-Uberdeckung von 7. O

Definition 2.3.5. Sei Z ein topologischer Raum und ¢ : Z — w* eine Abbildung. ¥

heiflt stetig von oben, wenn fiir alle m,n € w die Menge {z € Z : ¢(2)(n) < m} offen ist.

Stetige von oben Abbildungen wurden in unserem Kontext in [29] verwendet. Der
néchste einfache Satz hilft, in einigen Anwendungen von kompaktwertigen halbstetigen
von oben Abbildungen ¥ : Z = w* diese durch bestimmte “gewohnliche” (einwertige) zu

ersetzen.

Satz 2.3.6. Sei Y : Z — w* eine stetige von oben Abbildung. Dann ist
U:Z=w U:zelz)={zecw’ Vnecw((n) <yY()(n))}
kompaktwertig und halbstetig von oben.

Beweis. Sei z € Z und O eine offene Umgebung von ¥(z). Da ¥(z) gleich dem Produkt

endlicher Menge ist, ndmlich [ _  K,, wobei K,, = {k € w : k < 9(z)} versehen mit

new
diskreter Topologie, es ist kompakt. Aus dem Satz 2.3.1 ergibt sich endliche J C w, und
fiir jedes n € J eine offene Umgebung U,, von K, in w, fiir die gilt [, ., U; XHiew\J wC O.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass U,, = K, fiir alle

n € J. Aus der Stetigkeit von oben folgt, dass die Menge

Vii={eZ: () n) <) n)}={€Z: () (n)eK,} >z
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offen fiir alle n € J ist. Es bleibt zu zeigen, dass V(2') C O fiir alle 2’ € (), ., Vy. Dies

sicht man wie folgt:

{kew:FxeV() (k=xn)}={k:k<¢()(n)}C
C{k:kE<y(z)(n)}=K,=U,

fiir alle n € J, und daher W(z') C [[,c; Ui x [[;c ;w0 C O. O

Folgerung 2.3.7. Sei Z ein Menger- bzw. Hurewicz-Raum und v : Z — w® eine stetige

von oben Abbildung. Dann ist V[Z] nicht dominierend bzw. begrenzt.

Beweis. Sei ¥ : Z = w* die mengenwertige Abbildung, die im Satz 2.3.6 definiert wurde.
Derselbe Satz besagt, dass U kompaktwertig und halbstetig von ist. Aus dem Lemma 2.3.4
ergibt sich nun, dass ¥[Z] ein Menger-Raum bzw. Hurewicz-Raum ist. Dann ist ¥[Z] nicht
dominierend bzw. begrenzt, siche Lemma 2.2.7. Daher ist auch ¢[Z] nicht dominierend

bzw. begrenzt, weil ¢[Z] C VU[Z]. O

Satz 2.3.6 und Folgerung 2.3.7 wurden auch in |29, § 4| erwdhnt. Fiir stetige Funktionen

wurde Folgerung 2.3.7 von Hurewicz in [14] bewiesen, siche auch [15, Theorems 4.3, 4.4].



Kapitel 3

Dualitaten

3.1 Dualitat zwischen der Lindelof-Zahl und der Enge

von Raumen

Definition 3.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Die Enge von X, t(X), ist die kleinste
Kardinalzahl k, sodaf fiir jede Teilmenge A von X und Punkt x in der Abschliefung von
A, es eine Teilmenge B von A mit Kardinalitiit |B| <  gibt, mit der Eingenschaft x € B.

Beispiel 3.1.2. Die Enge von jedem metrischen Raum (X, p) ist abzéhlbar: Sei z € X
und A C X mit x € A. Fiir jedes n € w findet man z, € A, sodass p(x,z,) < #1
Dann B = {z,, : n € w} ist eine abzdhlbare Teilmenge von A, die « in ihrer Abschliefung

enthalt. O

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Lindel6f-Zahl in gewissem Sinne dual
zu der Enge via Funktionenrdume ist. Die Schlussfolgerung (1) = (2) im folgenden Satz
wurde zuerst in [1] bewiesen. Wir geben hier einen anderen Beweis, der von mengen-
wertigen Abbildungen Gebrauch macht. Die Schlussfolgerung (2) = (1) wurde in [25]
bewiesen. Der unten prisentierte Beweis dhnelt dem in |3, S. 54|, wir haben auch einige

Details hinzugefiigt.

Satz 3.1.3. Sei X ein topologischer Raum und k eine Kardinalzahl. Folgende Aussagen

sind dquivalent:

39
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(1) (X™) <k fir allen € w, n > 1;

(2) 1(Cp(X)) < .

Beweis. (1) = (2). Sei A C Cp(X) und f € A. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir davon ausgehen, dass f gleich 0 ist, sonst kénnten wir A’ = A— f ={a— f:
a € A} und f' = f — f = 0 betrachten. Seien m,n > 1, m,n € w. Wir betrachten die

mengenwertige Abbildung
1
\Ijn,m X" = P(A), v <£L’0, o 7$n—1> '-)T {a cA:Vi<n (|CL($Z)| < E)}
Wir zeigen nun, dass ¥, ,,, halbstetig von oben ist. Sei
. 1
O >t {aecA:Vi<n(la(z;)| < E>}

eine offene Umgebung. Aus der Folgerung 2.3.2 ergibt sich, dass es eine endliche Teilmenge
Ag von A gibt, fir die O D1 Ag. Seien U; 3 z;, i < n, offene Umgebungen, sodass

la(z)| < £ fiir alle z; € U;, a € Ap, und i < n. Es ist jetzt leicht einzusehen, dass

V(U] = {20, 2n) 1 Vi < (2 € Ui)} CT Ay C O,

<n
was die Halbstetigkeit von oben von ¥ bedeutet. Aus dem Lemma 2.3.4 folgt, dass
L(V,,.m[X™]) < & fiir alle m, n gilt, und daher auch [(Y) < k, wobei

Vo= | {0l X") i n,m € w} C P(A).

Weil 0 in der Abschliefsung von A liegt, enthélt Y nicht die leere Menge: Fiir alle
(2o, . ...z 1) gibt es a € A fiir die Vi < n (|a(z;)| < 1/m) gilt (sonst hiitten wir 0 & A),
also a € B fiir alle B € V,,,,(zg....,2,-1). Es folgt damit, dass O := {O, : a € A},
wobei O, =1 {a} C P(A), eine offene Uberdeckung von Y ist. Da [(Y) < &, gibt es eine
Teiliiberdeckung {O,, : i < k} von O. Es bleibt zu zeigen, dass 0 in der Abschlieflung von
{a; : i < K} liegt. Um dies einzusehen, wéhlen wir n,m > 0 und (zo,...,z,_1) € X™.
Also folgt

Ja <k ({a€ A:Vi<n(la(z;)] < %) et {aa}}),

was

da < k (aq € {a € A:Vi <n(la(z;)] < %)})
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bedeutet, und daher |aq(z;)| < =+ fiir alle i < n; somit 0 € {a, : a < K}
(2) = (1). Seien x = t(C,(X)), n > 1, und U eine offene Uberdeckung von X™. Wir

nennen eine endliche Menge V' von offenen Teilmengen von X U-klein, wenn gilt

Wo, .. Vaer €VIGeU (Vi G).

<n
Sei V die Familie von allen U-kleinen Mengen. Fiir eine U-kleine Menge V € V sei Ay =
{feC(X): fT(X\UVY) =0} und A = J{Ay : V € V}. Wir zeigen nun, dass die
konstante Funktion 1 in der Abschlieflung von A liegt. Sei K = {zo,...,z,-1} C X, und

fiir jede © < n sei W; eine offene Umgebung von x;, fiir die gilt

Vo, na <n3U €U (J[W;, C U).

i<n

Die Existenz von solchen Umgebungen ergibt sich aus der Endlichkeit der Menge aller
Folgen (jo,...,jn—1) wie oben. Es gibt f € C,(X), sodass f [ K = 1 und f [ (X \
Ui, Wi) = 0 (weil X vollsténdig-regulér ist). Da W := {W; : i < n} offensichtlich -
klein ist, ergibt sich damit f € Ayy C A und deshalb 1 € A. Aus t(C,(X)) = & folgt, dass
es B C A gibt, sodass |B| < k und 1 € B. Da B C A, fiir jede Funktion h € B gibt es
Vi, €V, sodass h € Ay,. Sei h € B und fiir jede endliche Folge Vo= (Vo,..., Vo) € V)
sei U, € U, fiir die [],_,
Es bleibt zu zeigen, dass Uy := {U,, y : h € B, V €V} eine Uberdeckung von X™ ist.
Seien (xg,...,Tp—1) € X" und h € B, sodass h(x;) > 0fiirallei <n. Aus h [ (X\UV,) =
0 ergibt sich {xy,...,2z,—1} C UV, und daher gibt es V= Vo, ..y V1) € Vi mit z; € V.

V; C Uh,\7 gilt.

Schlieflich erhalten wir

<l’0,...7l‘n_1> c H‘/Z C Uh,V € Up.

<n

3.2  Die Dichtheit von C,(X)

Wie der Titel suggeriert, in diesem Abschnitt werden wir die Dichtheit von C,(X) in

Bezug auf die Eigenschaften von X untersuchen.
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Definition 3.2.1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Die kleinste Kardinalitit |B| einer

Basis von 7 bezeichnen wir als w(X, 7).
iw(X) = min {|B]| : B ist eine Basis einer vollstindig-reguliiren Topologie 7' C 7 auf X }.

Die kleinste Kardinalitét |Y'| einer dichten Teilmenge Y von X bezeichnen wir als d(X, 7)

und nennen die Dichte (oder Dichtheit) von X. O

Beispiel 3.2.2. 1. w(R¥) = | X| fiir jede unendliche Menge X. Tatséchlich, seien Z =
{(a,b) : a,b € Q,a < b} und
B={()m h(zx)| AC X ist endlich, h: A — T}

z€A
B ist eine Basis fiir die Produkttopologie auf RX: Fiir jeden ¢ € R¥ und offene W C R,
die ¢ enthilt, findet man leicht B € B, sodass t € B C W. Die Kardinalitdt von B kdnnen

wir mithilfe des Satzes 2.1.8 auf folgende Weise einschéitzen:

Bl < |{A: AC X endlich} x T=| < [ X< x IT¥| =

— max{|X |, %]} = max{|X|,w} = |X].

Fiir die andere Richtung nehmen wir eine unendliche Familie VW offener nicht leerer
Teilmengen von RX mit |[W| < |X]|, und fiir jede W € W finden wir eine Teilmenge
Ow =Neeay 7, Y (Orw), wobei Ay, C X endlich ist, und O, 1 C R offen fiir alle z € Ay,
ist. Oy existiert, weil solche Teilmengen von R¥ eine Basis der Produkttopologie bilden.

Sei x, € X \ U{Aw : W € W}. Solcher z, existiert, weil
U{Aw : W € WY < |w x W] = max{w, W[} < |X].

Wir zeigen nun, dass

YW eW (Ow ¢ 7' (—1,1)). (3.1)
Tatséchlich, jede Menge Oy, enthilt einen Punkt z € RY mit z(z,) = 2, und 7' (—1,1)
hat keine solchen Elemente. Aus (3.1) ergibt sich, dass auch W ¢ = '(—1,1) fiir alle
W € W gilt, und somit ist W keine Basis fiir die Produkttopologie auf RX.
2. Wenn f : X — Y eine injektive stetige Funktion ist, wobei Y vollstandig-regulir ist,
dann gilt iw(X) < w(Y): Ist B eine Basis fiir die Topologie auf Y, so ist die Familie
{f7'[U] : U € B} eine Basis fiir eine vollstindig-regulire Topologie auf X, die in der

anfénglichen Topologie von X enthalten ist. O
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Den abzdhlbaren Fall des folgenden Satzes, der in [23] bewiesen wurde, werden wir im

Beweis vom Satz 3.4.3 verwenden.

Satz 3.2.3. d(C,(X)) = iw(X) fir jeden vollstindig-reguliren Raum X.
Zuerst beweisen wir den folgenden

Hilfssatz 3.2.4. iw(C,(X)) < d(X) fir jeden vollstindig-requliren Raum X.

Beweis. Sei Y ein Teilraum von X, der dicht in X liegt und Kardinalitit d(X) hat.
Aus dem Hilfssatz 1.2.1(ii7) ergibt sich, dass die Einschrinkung py : C,(X) — C,(Y),

py : f— f Y, injektiv ist. Deswegen
w(Cy(X)) Sw(Cy(Y)) S w®”) < Y] = d(X),
siche Beispiel 3.2.2. O
Hilfssatz 3.2.5. d(C,(X)) < w(X) fiir jeden vollstindig-reguliren Raum X.
Beweis. Seien B eine Basis fiir X mit |B| = w(X),

U= {U:U C Bist endlich und {U : U € U} ist disjunkt},

Ty = QY fiir jede U € U, und fiir jede h € Ty, sei f(h,U) : X — R eine stetige Funktion,
sodass f(h,U) | U = h(U) fiir alle U € U gilt. Dann liegt

D= {f(hu) : UeUheqH

dicht in R* (und somit auch in Cj,(X)): Nehmen wir eine offene Teilmenge W = (), , 7, ' (0.),
wobei A € [X]|** und O, C R offen fiir alle x € A ist. Fiir jeden Punkt x € A sei
B> U, > x, sodass Uy, N U,, = 0 fiir alle 2 # x1 in A. Dann liegt U := {U, : x € A}
in U. Fiir jeden z € A sei h(U,) eine Zahl in Q N O,. Es ist leicht einzusehen, dass
f(h,U) € DNW, und deswegen D N W # (). Es bleibt, die Kardinalitdt von D einzu-

schranken:

D] < [Ux Q] = max{|U|,w} < [B~| = [B] = w(X).
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Beweis vom Satz 3.2.3. Aus X C C,(C,(X)) ergibt sich
iw(X) < iw(Cy(Cp(X))) < d(Cp(X)),

wobei die letzte Ungleichung aus Hilfssatz 3.2.4 folgt.

Sei 7 die Topologie von X. Um die Ungleichung d(C,(X)) < iw(W) zu beweisen,
nehmen wir eine vollstandig-reguldre Topologie 7/ C 7 auf X, sodass w(X, ') = iw(X, 7).
Dann fiir den vollstindig-reguldren Raum Y = (X, 7') ist idy : X — Y stetig und
bijektiv. Nach dem Hilfssatz 1.2.5 liegt id%[C,(Y)] dicht in C,(X), und daher mithilfe
des Hilfssatzes 3.2.5 ergibt sich

d(Cy(X)) < d(id%[C,(Y)]) < d(Cp(Y)) < w(Y) = iw(X),

und somit die gewiinschte Ungleichung gilt. O

3.3 Menger-Riume und Fan-Enge

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Uberdeckungseigenschaft von Menger
in gewissem Sinne dual zu einer kombinatorischen Variante der Enge (siche Definiti-
on 3.3.1) via Funktionenrdume ist. Der nachstehend aufgefiihrte Satz 3.3.4 wurde zuerst
in [2] bewiesen. Fiir die Schlussfolgerung (1) = (2) geben wir hier einen alternativen
Beweis, der wieder von mengenwertigen Abbildungen (Gebrauch macht. Der unten pra-
sentierte Beweis der Schlussfolgerung (2) = (1) dhnelt dem in [3, S. 58-60|, wir haben

aber auch einige Details hinzugefiigt.

Definition 3.3.1. Ein topologischer Raum X hat abzdhlbare Fan-Enge, wenn fiir jeden
Punkt # € X und jede Folge (A, : n € w) von Teilmengen von X mit z € A,, es
eine Folge (B, : n € w) gibt, sodass jede B, eine endliche Teilmenge von A, ist, und

x €| U{B,:n€w}. 0

Beispiel 3.3.2. Jeder metrische Raum X hat abzdhlbare Fan-Enge, sieche Beispiel 3.4.6

fiir den Beweis. O

Beispiel 3.3.3. Es gibt einen abzdhlbaren vollstindig-reguldren Raum X, der keine ab-
zéhlbare Fan-Enge hat. Betrachten wir den Raum S, mit Grundmenge {(0,0) }U{(n,m) :
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n,m € w,n,m > 1}, wo alle Punkte aufer (0,0) isoliert sind, und die Umgebungsbasis

von (0,0) besteht aus den Mengen
Ur={0,0)}U{(n,m):m,n>1,m> f(n)}, wobei f € w®.

Tatséchlich, seien A,, = {(n,m) : m > 1} und B, eine endliche Teilmenge von A,,. Dann
fiir die Funktion f(n) = max{m > 1: (n,m) € B,} gilt Uy N B,, = 0 fiir alle n, daher
(0,0) & m Gleichzeitig ist jede A, eine gegen (0,0) konvergierende Folge, was
(0,0) € A, ergibt. 0

Satz 3.3.4. Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) X™ ist ein Menger-Raum fir alle n € w, n > 1;
(2) Cu(X) hat abzihlbare Fan-Enge.

Beweis. (1) = (2). Seien A, C C,(X) und f € A, fiir alle n € w. Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass f gleich 0 ist, siehe den Beweis vom
Satz 3.1.3. Da X™ ein Lindel6f-Raum fiir alle m € w ist, ergibt sich aus dem letzteren
Satz, dass t(C,(X)) < w. Daher gibt es eine abzéhlbare B, := {f! : k € w} C A,, mit

0 € B,,. Fiir jede m € w, m > 1, betrachten wir die folgende Abbildung v, : X™ — w®:

U ({0, ) () = mim (k¥ < m (| ()] < )}

Wir zeigen nun, dass v, stetig von oben ist. Seien n,l € w und (xg,...,T,_1) € X™,

sodass V¥ (To, ..., Tm_1)(n) < I. Es folgt
1
I <UVi < m (|f (z:)] < =),

also gibt es offene Umgebungen U; 5 z;, @ < m, sodass |f(z})| < < fiir alle 2} € U,.

Daraus ergibt sich die gewiinschte Stetigkeit von oben, weil

m—1

fiir alle (x(,...,2,,_1) € [I;,, Us gilt.

Jetzt wenden wir auf 1, Satz 2.3.6 an und erhalten die kompaktwertige und halbste-

tige von oben Abbildung

Ut X" = w®, T o) ¢y (8) = {t €W’ :Vn €w (t(n) < ¢Yn(Z)(n))}.
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Dann ist W,,[X™] := [Jzcym ¥(Z) ein Menger-Raum, und daher so ist auch
Y = U,>1 Y[X™], siche Lemma 2.2.5. Nun folgt aus Lemma 2.2.7, dass Y nicht domi-
nierend ist, und daher so ist auch Yy := (J,,c, ¥m[Y™], weil Yy C Y. Sei also b € w* mit

der Eigenschaft

vm > 1VZ € X™ (|[{n € w: ¥ (@)(n) <b(n)}| =w). (3.2)

Es bleibt nachzupriifen, dass 0 € K, wobei K, = {f{ : k < b(n)}. Sei also

new
Z = {xg,...,x;} eine endliche Teilmenge von X und £ > 0. Nehmen wir eine m > 1,
sodass [ < m und € > %, und betrachten wir eine endliche Folge © € X™, die alle x;
enthélt. Aus (3.2) ergibt sich n € w mit 1, (Z)(n) < b(n), und daher gibt es k& < b(n) mit
| fR(x;)| < L fiir alle ¢ < I. Dies bedeutet, dass K, die beliebig ausgewshlte Umgebung

{feCy(X):Vi<I(|f(z;)] <€)} von 0 € Cp(X) iiberschneidet.

(2) = (1). Seien m > 1 und (U, : n € w) eine Folge von offenen Uberdeckungen
von X™. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass alle U,
abgeschlossen gegeniiber endlichen Vereinigungen sind. Wir nennen eine offene Teilmenge

V von X U, -klein, wenn es U € U, mit V'™ C U gibt. Wir brauchen ein einfaches

Lemma 3.3.5. Sei T eine endliche Teilmenge von einem topologischen Raum Z. Fiir
jede k > 1 und offene Umgebung U von T* in Z*, es gibt eine offene Teilmenge V von
X, sodass T CV und V¥ C U gelten.

Beweis. Dieses Lemma wird durch Induktion nach £ bewiesen. Fiir k =1 ist V' = U die
gewiinschte Umgebung. Angenommen, dass das Lemma fiir £ gilt, betrachten wir eine
offene U C Z*1, die T**! enthilt. Fiir jedes 2z € T gibt es offene Mengen W, C Z* und
Vi C Zmit U D W, xV, DTF x {t}. Dann fiir W = (,., W; haben wir T% x {t} C
W xV, C U, also TF! ¢ W x User Vi € U. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine offene Umgebung Vy von T in X, sodass V® C W. Dann hat V := VN Uier Vi die
gewiinschte Eigenschaft: T C Vo und T C |, V4, daher T'C V, und

VIl =VEx v e x| Jucwx [ Jvict

teT teT
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Fiir jede endliche Teilmenge K von X gibt es eine U,-kleine V mit K C V: Es gibt
eine endliche U’ C U,, mit K™ C UU’, und aus dem Lemma 3.3.5 ergibt sich eine offene
V C X mit KCVund V™ C UU'. Es folgt, dass UU" € U,, und somit ist V' U,,-klein.

Sei V), die Familie aller U,,-kleinen Mengen. Fiir eine U,-kleine Menge V € V sei
Ay ={f € Cy(X) : f 1 (X\V) =0} und A, = U{Av : V € V,}. Wir zeigen nun,
dass die konstante Funktion 1 in der Abschliefung von A, liegt, n € w. Sei K eine
endliche Teilmenge von X. Es folgt, dass es eine U,,-kleine V O K gibt. Weiterhin gibt es
feC,(X),sodass f | K=1und f [ (X\V)=0 (weil X vollstindig-regulir ist), daher
f € Ay C A, und deshalb 1 € A,,. Aus abziihlbarer Fan-Enge von C,(X) folgt, dass es
endliche B,, C A, gibt, sodass 1 € m Da B, C A,, fiir jede Funktion h € B,, gibt
es Vo € Vi, sodass h € Ay, . Fiir h € B, sei Uy, € Uy, fiir die Vil C Unp gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass fir U}, ;= {U,,, : h € B,}, n € w, gilt:

XmCU{UL{;L:nEW}.

Um dies einzusehen, betrachten wir (xg, ..., Z;,_1) € X™ und nehmen n € w und h € B,
sodass h(z;) > 0 fiir alle i < m (die Existenz solcher n und h ergibt sich aus 1 € {J,,., Bn)-
Aus h [ (X \ V) = 0 ergibt sich {zo,...,z-1} C V,; und schlieflich

(2o, .-y Tm1) € V) CUnp €U,,.
[

Beispiel 3.3.6. Die im Beweis von (1) = (2) definierte Abbildung ,, konnte tatséchlich
nicht stetig sein. Zum Beispiel, betrachten wir den Fall, dass m = 1, n = 0, und fiir einen

nicht isolierten Punkt z € X gilt:

Yi(2)(0) = min{k : (|f{(2)] <1} =1, f(z) =1,

und fQ(z) < 1 fiir alle z # z. Dann 1,(2)(0) = 0 # ¥y (z) fiir alle z # z, daher ist ¢; in

dieser Konstellation nicht stetig. O

Die folgende Anmerkung brauchen wir fiir die Untersuchungen einer Version der Fan-

Enge, die besonders fiir separable Rdume geeignet ist, siehe Definition 3.3.9.

Anmerkung 3.3.7. Die Mengen A,, = |J{Av : V €V, }, die wir im Beweis der Schluss-

folgerung (2) = (1) definiert haben, erhalten nicht nur die konstante Funktion 1 in Thren
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Abschliefungen, sondern sind zudem dicht in C,(X): Fiir beliebige g € C,(X) kann man

h € A, genauso zeigen, wie wir bereits 1 € A,, bewiesen haben. O

Folgerung 3.3.8. Sei X ein topologischer Raum. Wenn X" ein Menger-Raum fiir alle
n € wist, dan kann der Raum S, (siehe Beispiel 3.3.3) nicht in C,(X) eingebettet werden.

Beweis. Aus dem Satz 3.3.4 folgt, dass C,(X) abzdhlbare Fan-Enge hat. Es ist offen-
sichtlich, dass alle Teilrdume eines solchen Raums ebenfalls abzéhlbare Fan-Enge haben,

wohingegen ist S, nicht so. O

Die Frage [3, I1.2.7], ob es einen Menger-Raum X gibt, sodass S,, in C,(X) eingebettet
werden kann, bleibt offen.

Die folgende Definition wurde in [27] eingefiihrt.

Definition 3.3.9. Ein topologischer Raum X ist M-separabel, wenn fiir jede Folge (A, :

n € w) von dichten Teilmengen von X es eine Folge (B, : n € w) gibt, sodass jede B,

eine endliche Teilmenge von A, ist, und X = (J{B, : n € w}. 0

Beispiel 3.3.10. Der im Beispiel 3.3.3 definierte Raum S, hat keine abzdhlbare Fan-
Enge, sieche den Beweis im obengenannten Beispiel. Allerdings ist S, M-separabel, weil
jeder Raum mit einer abzahlbaren dichten Teilmenge, die aus isolierten Punkten besteht,
offensichtlich M-separabel ist.

Auf der anderen Seite, jeder M-separable Raum ist separabel, daher hat jeder iiber-
abzahlbare diskrete Raum abzihlbare Fan-Enge, ist aber nicht M-separabel.

Jeder separable Raum X mit abzéhlbarer Fan-Enge ist M-separabel: Seien A,,, n € w,

dichte Teilmengen von X und Y = {y; : i € w} eine abzdhlbare dichte Teilmenge von X.

Dann fiir jede ¢ € w gibt es eine Folge (B! : n > i) mit y; € |J{B} : n > i}. Dann fiir
B, := U<, B, C A, haben wir offensichtlich
X={yricwtCcU{B,:new}

Jeder separable metrische Raum X ist M-separabel. Dies ergibt sich unmittelbar aus

der oben bewiesenen Anmerkung samt dem Beispiel 3.3.2. O

Fiir metrische separable Raume wurde die Liste der dquivalenten Aussagen aus dem

Satz 3.3.4 in [27] auf folgende Weise erweitert:
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Satz 3.3.11. Fiir einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen

dquivalent:
(1) X™ ist ein Menger-Raum fir alle n € w, n > 1;
(2) Cp(X) hat abzihlbare Fan-Enge;
(3) Cp(X) ist M-separabel.

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) sind fiir alle vollstédndig-reguldren Réume dquivalent,
siche Satz 3.3.4. Die Schlussfolgerung (2) = (3) folgt aus dem Satz 3.2.3 samt Bei-
spiel 3.3.10: C,(X) ist M-separabel, weil er separabel nach dem Satz 3.2.3 ist, und ab-
zahlbare Fan-Enge hat.

(3) = (1). Laut der Anmerkung 3.3.7 sind die Mengen A, = J{Avy : V € V,},
die wir im Beweis vom Satz 3.3.4 ((2) = (1)) definiert haben, dicht in C,(X). Daher
gibt es eine Folge (B, : n € w), sodass jede B, eine endliche Teilmenge von A, ist,

und Cp(X) = U{B, : n € w}. Insbesondere gilt 1 € (J{B,, : n € w}. Es reicht nun den

Beweis vom Satz 3.3.4 ((2) = (1)), beginnend mit der Definition von V,; fiir h € B,

wortwortlich zu wiederholen. O]

3.4 Hurewicz-Riaume und Fan-Enge

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass dhnlich der Uberdeckungseigenschaft von
Menger, auch die Uberdeckungseigenschaft von Hurewicz dual zu einer kombinatorischen
Variante der Enge (siche Definition 3.4.1) via Funktionenrdume ist. Der nachstehend
aufgefiihrte Satz 3.4.3 wurde in [18] bewiesen. Die Schlussfolgerung (1) = (2) beweisen
wir mithilfe mengenwertiger Abbildungen, fiir die anderen Schlussfolgerungen verwenden

wir die Ideen aus |2, 18|.

Definition 3.4.1. Ein topologischer Raum X hat abzdhlbare strenge Fan-FEnge, wenn fiir
jeden Punkt z € X und jede Folge (A, : n € w) von Teilmengen von X mit z € A,,

es eine Folge (B, : n € w) gibt, sodass jede B, eine endliche Teilmenge von A, ist, und

x € |J{B, : n € I} fiir jede unendliche I C w. Die letztere Bedingung ist dquivalent zu

YU € B3ng € wVn >ng (UN B, #0),
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wobei B eine Umgebungsbasis von x ist. O
Die folgende Definition wurde in [17] eingefiihrt.

Definition 3.4.2. Ein topologischer Raum X heifit Reznichenko-Raum, wenn fiir jeden
Punkt z € X und Teilmenge A C X \ {z}, die = in ihrer Abschliefung enthilt, es eine

Folge (A, : n € w) von endlichen paarweise disjunkten Teilmengen von A gibt, sodass
YU € Badng € wVn > nyg (UﬂAn%@),
wobei B eine Umgebungsbasis von z ist. O

Der Beweis des folgenden Satzes geschieht in mehreren Schritten, manche sind &hnlich
den ensprechenden Schritten im Beweis vom Satz 3.3.4. Der Vollstandigkeit halber werden

diese unten aufgefiihrt.

Satz 3.4.3. Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) X" ist ein Hurewicz-Raum fir alle n € w, n > 1;
(2) Cu(X) hat abzihlbare strenge Fan-Enge; und
(3) Cp(X) ist ein Reznichenko-Raum und hat abzihlbare Fan-Enge.

Beweis. (1) = (2). Seien A, C C,(X) und f € A, fiir alle n € w. Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass f gleich 0 ist, siche den Beweis vom
Satz 3.1.3. Da X™ ein Lindel6f-Raum fiir alle m € w ist, ergibt sich aus dem letzteren
Satz, dass t(Cp(X)) < w. Daher gibt es eine abzdhlbare B, := {f} : k € w} C A, mit

0 € B,,. Fiir jede m € w, m > 1, betrachten wir die folgende Abbildung v, : X™ — w®:

(o tmr)) (1) = min {k : ¥i < m (|f7(x:)] < %)}.

Die Abbildung 1, ist stetig von oben, siche den Beweis vom Satz 3.3.4.
Jetzt wenden wir auf ¢, den Satz 2.3.6 an und erhalten die kompaktwertige und

halbstetige von oben Abbildung

Ut X" = w®, Tl ¢y (8) = {t €W’ :Vn €w (t(n) < vn(T)(n))}.
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Dann ist W,,[X™] = [Jzcym ¥(Z) ein Hurewicz-Raum, und daher so ist auch Y :=
Uy Y[X™], siehe Lemma 2.2.5. Nun folgt aus Lemma 2.2.7, dass Y begrenzt ist, und

daher so ist auch Yy := (U, ,c,, ¥m[Y™], weil Yy C Y. Sei also b € w® mit der Eigenschaft

VYm > 1VZ € X™ 3ng € wVn > ng (¥ (Z)(n) < b(n)). (3.3)

Es bleibt nachzupriifen, dass 0 € J, .; K, fiir jede unendliche I C w, wobei K,, = {f} :
k <b(n)}. Seialso Z = {xy,...,z;} eine endliche Teilmenge von X, I C w unendlich, und
€ > 0. Nehmen wir eine m > 1, sodass [ < mund ¢ > %, und betrachten wir eine endliche
Folge ¥ € X™, die alle z; enthélt. Aus (3.3) ergibt sich n € I mit ¢,,(Z)(n) < b(n), und
daher gibt es k& < b(n) mit | f7(x;)] < = fiir alle i < . Dies bedeutet, dass B,, die beliebig
ausgewihlte Umgebung {f € C,(X) : Vi <1 (|f(z;)] <€)} von 0 € C,(X) iiberschneidet.

(2) = (3). Um die Eigenschaft von Reznichenko vom Funktionenraum C,(X) zu
beweisen, nehmen wir eine Teilmenge A C C,(X) \ {0}, die = in ihrer Abschliefung
enthélt. Da t(C,(X)) < w, ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir davon
ausgehen, dass A abzdhlbar ist. Sei A = {a, : n € w} eine Aufzdhlung mit a,, # a,, fir
alle ng # ny. Aus 0 € A ergibt sich, dass 0 in der Abschliefung von A, := {a; : i > n} fir
alle n liegt. Da C,(X) abzihlbare strenge Fan-Enge hat, gibt es eine Folge (B,, : n € w),

sodass jede B, eine endliche nicht-leere Teilmenge von A, ist, und
YU € B3ng € wV¥n >ng (UN B, #0), (3.4)

wobei B eine Umgebungsbasis von 0 in C,(X) ist. Sei k(n) = max{i € w : a; € B, }. Wir
definieren nun induktiv eine steigende Folge (I, : n € w) von natiirlichen Zahlen: [y = 0
und .1 = k(l,,) + 1. Dann besteht die Folge (B;, : n € w) aus paarweise disjunkten

Teilmengen von A: Fiir ng < n; in w haben wir

max{i € w:a; € By, } = k(ln,) <lngt1 <1y <min{i €w:a; € By, },
daher B,, N B,, = 0. Dies zusammen mit (3.4) bedeutet, dass die Folge (B;, : n € w) die
in Definition 3.4.2 gestellten Bedingungen erfiillt.

(3) = (1). Wir werden annehmen, dass X nicht kompakt ist, da kompakte Raume
sowieso Hurewicz-Réume sind. Seien m > 1 und (U, : n € w) eine Folge von offenen Uber-
deckungen von X™. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir davon ausgehen,

dass
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e alle U, abgeschlossen gegeniiber endlichen Vereinigungen sind,
o X™ & U, fiir alle n, und

o U, feiner als U, fiir alle n ist, d.h.,

YU € U, AU e U, (U CU).

Wir nennen eine offene Teilmenge V' von X U, -klein, wenn es U € U, mit V"™ C U
gibt. X ist nicht U,-klein weil X™ & U,. Sei V,, die Familie aller U,-kleinen Mengen.
Fiir eine U,-kleine Menge V € Vsei Ay = {f € C,(X) : f #0,f [ (X \V) =0} und
A, = U{Av : V € V,}. Die konstante Funktion 1 liegt in der Abschliefung von A, fiir
alle n € w, siehe den Beweis vom Satz 3.3.4. Aufserdem V,,,; C V,, und daher A,,.; C A,
fiir alle n, weil U,,4; finer als U, ist. Aus abzahlbarer Fan-Enge von C,(X) folgt, dass es
endliche B, C A, gibt, sodass 1 € B, wobei B = Unew Bn- Aus 1 € Bund 1 € B ergibt

sich, dass B unendlich ist. Aus der Reznichenko Eigenschaft von C,(X) folgt, dass es eine

Folge (Cy. : k € w) von endlichen paarweise disjunkten Teilmengen von B gibt, sodass
YU € B3ky € wVk > ko (UNCy, #0), (3.5)

wobei B eine Umgebungsbasis von 1 ist. Wir kénnen nun induktiv streng monoton stei-
gende Folgen (n; : ¢ € w) und (k; : ¢ € w) von natiirlichen Zahlen definieren, sodass

Cr, NUjcp, Bi =0 und Gy, C U | Bj fiir alle i € w gilt. Es folgt nun, dass

J<mi+

< |J A4 ca,ca,

3

ki<j<kit1
weil die Folge (A; : i € w) monoton fallend ist. Fiir jede Funktion h € Cj, gibt es
Vin € V;, sodass h € Awh. Sei U;p € U; mit VZTL C U, . Es bleibt zu zeigen, dass fiir
U ={UpheCy} CU,;, i€ w, gilt:
{ Ul i€ w} ist eine y-Uberdeckung von X™.
Um dies einzusehen, betrachten wir (xg, ..., Z,,—1) € X™ und nehmen iy € w, sodass fiir
alle ¢ > ip es h; € Cy, mit h;(z;) > 0 fiir alle j < m gibt (die Existenz solcher iy ergibt
sich aus (3.5)). Aus h; [ (X \ Vip,) = 0 ergibt sich {xg,..., 2,1} C Vi, fiir alle i > 4,
und schlieflich
<ZZ'(), N ,I’m_1> S ‘/Z’:’Zz C Ui,hi S Z/{Z/

fiir alle 7 > 1. O
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Da jeder Hurewicz-Raum offensichtlich Menger-Raum ist, aus Folgerung 3.3.8 ergibt
sich, dass der Raum S, (siehe Beispiel 3.3.3 fiir die Definition) nicht in C,(X) eingebettet
werden kann, wenn X" ein Hurewicz-Raum fiir alle n € w ist. Allerdings bleibt die Frage,
ob es einen Hurewicz-Raum X gibt, sodass S, in C,(X) eingebettet werden kann, offen.

Die folgende Anmerkung brauchen wir fiir die Untersuchungen einer Version der ab-
zdhlbaren strengen Fan-Enge, die besonders fiir separable Rdume geeignet ist, siehe De-

finition 3.4.5.

Anmerkung 3.4.4. Die Mengen A,, = |J{Av : V € V,}, die wir im Beweis der Schluss-
folgerung (3) = (1) definiert haben, sind dicht in C,(X): Fiir beliebige h € C,(X) kann

man h € A, genauso zeigen, wie wir bereits 1 € A,, bewiesen haben. O
Die folgende Definition wurde in [4] eingefiihrt.

Definition 3.4.5. Ein topologischer Raum X ist H-separabel, wenn fiir jede Folge (A, :

n € w) von dichten Teilmengen von X es eine Folge (B,, : n € w) gibt, sodass jede B,, eine

endliche Teilmenge von A, ist, und X = (J{B, : n € I} fiir jede unendliche Teilmenge

I C w gilt. Die letztere Bedingung ist dquivalent zu
YU € 7\ {0} 3ng € wVn > no (UN B, #0),
wobei 7 die Topologie von X ist. O

Beispiel 3.4.6. Jeder metrische Raum X hat abzdhlbare strenge Fan-Enge. Tatséchlich,
sei p die Metrik auf X, die die Topologie von X induziert. Seien auch z € X und

(A, : n € w) eine Folge von Teilmengen von X mit x € A,. Fiir jede n gibt es z,, € A,

1

s sonst x & A,. Esfolgt # € {x,, : n € I} fiir jede unendliche Teilmenge

mit p(x, x,) <
I von w, und daher erfiillt die Folge (B,, = {x,} : n € w) die in Definition 3.4.1 gestellten

Bedingungen. O
Das folgende Beispiel ist analog zum 3.3.10.

Beispiel 3.4.7. Der im Beispiel 3.3.3 definierte Raum S, hat keine abzéhlbare strenge
Fan-Enge, weil der keine abzihlbare Fan-Enge hat. S, ist aber H-separabel, weil jeder
Raum mit einer abzéhlbaren dichten Teilmenge, die aus isolierten Punkten besteht, of-

fensichtlich H-separabel ist.
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Jeder H-separable Raum ist separabel, daher hat jeder iiberabzahlbare diskrete Raum
abzdhlbare strenge Fan-Enge, aber ist nicht H-separabel.

Jeder separable Raum (X, 7) mit abzéhlbarer strenger Fan-Enge ist H-separabel: Seien
A,, n € w, dichte Teilmengen von X und Y = {y; : i € w} eine abzihlbare dichte

Teilmenge von X. Dann fiir jede i € w gibt es eine Folge (B! : n > 1), sodass
YU € 7\ {0},U 3 y; Ing > i¥n > ne (UN B, #0) (3.6)

gilt. Sei U € 7\ {0}. Da Y dicht ist, es gibt i € w mit y; € U. Sei nun ny > 1, fiir die die
Gleichung 3.6 gilt. Dann fiir B, := U, B}, C A, haben wir

Vn > ng (UﬁBn%@),

weil Yn > ng (U N B! # (Z)) und B! C B,.
Jeder separable metrische Raum X ist H-separabel. Dies ergibt sich unmittelbar aus

der oben bewiesenen Anmerkung samt dem Beispiel 3.4.6. O

Fiir metrische separable Raume wurde die Liste der dquivalenten Aussagen aus dem

Satz 3.4.3 in [4] auf folgende Weise erweitert:

Satz 3.4.8. Fiir einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen dqui-

valent:
(1) X" ist ein Hurewicz-Raum fir alle n € w, n > 1;
(2) Cp(X) hat abzihlbare strenge Fan-Enge;
(3) Cu(X) ist ein Reznichenko-Raum und hat abzihlbare Fan-Enge; und
(4) Cu(X) ist H-separabel.

Beweis. Die Aussagen (1),(2) und (3) sind fiir alle vollstindig-reguléren Raume &dqui-
valent, siche Satz 3.4.3. Die Schlussfolgerung (2) = (4) folgt aus dem Satz 3.2.3 samt
Beispiel 3.4.7: C,(X) ist H-separabel, weil er separabel nach dem Satz 3.2.3 ist, und

abzihlbare strenge Fan-Enge hat.

(4) = (1). Laut der Anmerkung 3.4.4 sind die Mengen A, = [J{Ay : V € V,}, die
wir im Beweis vom Satz 3.4.3 ((2) = (1)) definiert haben, dicht in C,(X). Daher gibt
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es eine Folge (B, : n € w), sodass jede B, eine endliche Teilmenge von A, ist, und
Cp(X) = U{B, : n € I} fiir jede unendliche I C w gilt. Insbesondere gilt 1 € B, wobei
B = J{B, : n € w}. Es reicht nun den Beweis vom Satz 3.4.3 ((3) = (1)), beginnend

mit 1 ¢ B, wortwortlich zu wiederholen. O

Folgerung 3.4.9. C,(R) hat abzihlbare strenge Fan-Enge, ist ein Reznichenko-Raum
und H-separabel.

Beweis. R™ ist o-kompakt und daher Hurewicz-Raum fiir alle n € w. O

3.5 Quasi-normale Konvergenz und Hurewicz-Riume

Die ersten zwei Begriffe bzw. der dritte Begriff in der folgenden Definition wurden in

[6] bzw. [7] eingefiihrt.
Definition 3.5.1. Sei X ein topologischer Raum.

e Eine Folge (f, : X — R|n € w) konvergiert gegen f : X — R quasi-normal, wenn

es eine gegen 0 konvergierende Folge (g, : n € w) von reelen Zahlen > 0 gibt, sodass

Vo € X In € wVk > n (|fu(z) — f(z)] < er). (3.7)

e X heikt QN-Raum (bzw. mQN-Raum), wenn jede (monotone) Folge (f, : X —
R|n € w) von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktweise konvergiert', konvergiert

gegen 0 auch quasi-normal (f, on, )

e X heilt w@QN-Raum, wenn jede Folge (f,, : X — R|n € w) von stetigen Funktionen,
die gegen 0 punktweise konvergiert, eine Teilfolge besitzt, die gegen 0 quasi-normal

konvergiert. O

Anmerkung 3.5.2. Man konnte auch mw@ N-Raume auf folgende Weise definieren: Jede
monotone Folge (f, : X — R|n € w) von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktweise
konvergiert, eine Teilfolge besitzt, die gegen 0 quasi-normal konvergiert.

Es ist aber leicht einzusehen, dass so definierte mw@N-Raume einfach m@Q N-Raume

1“Monotone” in diesem Fall bedeutet, dass Vo € X VnVk > n (| fe(z)| < |fu(2)]).
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waren, weil jede monotone Folge, die eine gegen 0 quasi-normal konvergierende Teilfolge
besitzt, selber gegen 0 quasi-normal konvergiert.

Insbesondere ist jeder w@N-Raum auch ein m@Q N-Raum. O

Anmerkung 3.5.3. Seien X ein QN- (bzw. w@QN-, mQN-)Raum und h : X — Y
eine stetige und surjektive Funktion. Dann ist auch Y ein QN- (bzw. w@QN-, mQN-
JRaum. Wir werden dies nur fiir Q/N-Riume beweisen, die anderen Félle sind analog.
Sei also (g, : Y — R|n € w) eine Folge von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktwise

konvergiert. Dann ist

(fn=gaoh: X - R|necw)

auch eine Folge von stetigen Funktionen, die gegen 0 punktwise konvergiert. Deshalb gibt
es eine gegen 0 konvergierende Folge (g, : n € w) von reelen Zahlen > 0, sodass (3.7)
mit f = 0 gilt. Sei nun y € Y. Da f surjektiv ist, gibt es € X mit h(x) = y, daher
Jr(z) = (gr o h)(z) = gr(y) fiir alle k € w. Aus (3.7) mit f = 0 fiir = ergibt sich nun
In € wVk >n (|lgi(y)| <ex). O

Lemma 3.5.4. Ist (f, : X — R|n € w) eine gegen f : X — R quasi-normal konvergie-

rende Folge, so ldsst sich X als Vereinigung X = .., F; prisentieren, wobei (Fy, : k € w)

JEW
eine steigende Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X ist, und (f, | Fx : n € w)

gleichmdfstg gegen f | Fy fiir jede k € w konvergiert.

Beweis. Sei
Fe={zeX :Vn>k(|fulz)— f(2)] <en)} = ﬂ ot =¢en, en).

Offensichtlich konvergiert (f,, [ Fy : n € w) gegen f | F}, gleichméfig. F}, ist abgeschlossen

als eine Schnittmenge der abgeschlossenen Mengen f,![—¢,,&,], wobei n > k. O

Hilfssatz 3.5.5. Seien X ein Teilraum vom kartesischen Produkt RY mit der Produkt-
topologie, und f, : X — R,

1
min{k: z(k)+k>n}+1’

fnixz e
wobei n € w. Folgende Aussagen sind dquivalent

(1) X ist begrenzt;
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2) fo 25 0;

(3) FEs gibt eine streng monoton steigende Folge (k, : n € w) von natirlichne Zahlen,
fir die f, 250 gilt.
Beweis. (2) < (3) weil die Folge (f,, : n € w) monoton ist: Wenn z(k) + k£ > n+ 1, dann
x(k) + k > n, deshalb

min{k : z(k) + k > n+ 1} > min{k : z(k) + k > n},

was fni1(z) < fu(z) impliziert.

(1) = (2). Sei b € w” eine obere Grenze von X hinsichtlich <*, also x <* b fiir
alle x € X. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass b
streng monoton steigend ist. Wir nehmen einen Punkt x € X und finden ny € w, sodass

b(n) > x(n) fiir alle n > ng. Dann fiir alle n > ng + max;<,,, (¢) gilt

1 1
pr— = <
Jn(2) min{k : z(k)+k>n}+1 min{k>no:x(k)+k>n}+1"
< 1
~ min{k:b(k) +k>n}+1
Die Folge (e, := min{k:b(k)l+k>n}+1 : n € w) ist monoton fallend und konvergiert gegen 0,

weil €p(n)ni1 = min{k:b(k)+k21b(n)+n+1}+1 < n+r2

(2) = (1). Sei (e, : n € w) eine gegen 0 konvergierende Folge von reelen Zahlen
in (0,1), sodass (3.7) fiir f = 0 gilt. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir
davon ausgehen, dass €,11 < &, sonst ersetzen wir ¢, fiir €/, = SUP;>,, € > €, Weiterhin

werden wir annehmen, dass [, := 1/e, € w, sonst ersetzen wir ¢, fiir ¢/, = L_}J > en

&n

({%J # 0 weil ¢, < 1). Hier ist || die Abrundungsfunktion, die jeder reellen Zahl x
die néchstliegende nicht grofere ganze Zahl zuordnet. Dann ist jede monoton steigende
b € w¥, fiir die b(l,,) > n+ 1 gilt, n € w, eine obere Grenze von X hinsichtlich <*. (Fiir
jede [ gibt es nur endlich viele n mit [,, = [, weil ¢, = i gegen 0 konvergiert, und daher

es so eine steigende b € w* gibt.) Um dies einzusehen, nehmen wir z € X und finden
1
min{k:xz(k)+k>n}+1

was dquivalent zu min{k : z(k) + k > n} +1 > Ei = [, ist. Die letztere Ungleichung

i € w, sodass |f,(z)| < e, fiir alle n > 4. Also < g, fiir alle n > 1,

impliziert x(l, — 1) < z(l,, — 1)+ (I, — 1) < n. Seien j > [; und n > i mit der Eigenschaft

ln1 <7 <, — 1. Daraus ergibt sich

z(j) <z(l,—1)<n=Mnm-1)+1<b(l,—1) < b(j).
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]

Folgerung 3.5.6. Sei X ein mQN-Raum und f : X — RY eine stetige Abbildung. Dann
ist f[X] begrenzt.

Beweis. Da Bilder von m@Q N-Raumen unter stetigen Abbildungen wieder m@Q N-Raume
sind (siehe Anmerkung 3.5.3), ist auch f[X] ein m@QN-Raum. Jetzt wenden wir auf f[X]
den Hilfssatz 3.5.5. [

Hilfssatz 3.5.5 und Folgerung 3.5.6 wurden in [6] bewiesen.
Als Néchstes werden wir den Satz von Hurewicz [14, S. 197] beweisen, der Folge-

rung 2.3.7 impliziert.

Satz 3.5.7. Fiir einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen dqui-

valent:
(1) X ist ein Hurewicz-Raum;
(2) f[X] ist begrenzt fiir jede stetige Funktion f: X — RY.

Beweis. (2) = (1). Wir kénnen annehmen, dass X Teilraum eines kompakten Raums Z
ist: Jeder metrische separable Raum konnte in [0, 1]* eingebettet werden, siehe z. B. |16,
Satz 17, S. 171]. Es sei eine Folge (U, : n € w) offener Uberdeckungen von X vorgelegt,
die aus offenen Teilmengen von Z bestehen. Wir bezeichnen mit U,, die Vereinigung aller
Elemente von U,. Fiir jeden Punkt z € Z sei f,(z) der Abstand zwischen z und Z \ U,
d.h., inf{p(z,2') : 2/ € Z\ U,}, wobei p die die kompakte Topologie von Z induzierende
Metrik auf Z ist. Falls U,, = Z (dquivalent: Z\U,, = (), setzen wir f,, = 1. Dadurch ist auf
Z eine Folge (f, : n € w) von nicht-negativen und stetigen Funktionen definiert, sodass
fo(x) > 0 fiir alle n € w und = € X gilt. Aus (2) ergibt sich eine monoton steigende
b € w¥, sodass die Ungleichung #(x) < b(n) in jedem Punkt x € X fiir fast alle n gilt. Sei
L

b(k)>}’

R,={ze€Z :Vk>n( <bk)}={reZ:Vk>n(fu(z)>

1
Je(z)
n € w. Dann ist {R, : n € w} eine Uberdeckung von X, die aus abgeschlossenen (deshalb

auch kompakten) Teilriumen von Z besteht. Es gilt weiter J,.,, i C U,. Daher kann

man aus U, eine endliche Teilmenge U/ herausgreifen, in deren Vereinigung UU/ der
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kompakte Teilraum UZ.S” R; enthalten ist. Es folgt, dass « € Ul fiir jeden Punkt x € X

und fiir fast alle n € w gilt.

(1) = (2). Es sei eine stetige Funktion f: X — RY vorgelegt. Es bleibt nur nachzu-

priifen, dass die Funktion h : X — w®,
vn € w (h(z)(n) = Lf(2)(n)] +1),
stetig von oben ist, siehe Folgerung 2.3.7. Seien also n,m € w. Dann gilt
{zeX:hz)n)<m}={zeX:|f(x)n)]+1<m}={ze X: f(x) <m},
und die letztere Teilmenge von X ist offen, weil f stetig ist. O

Beispiel 3.5.8. Die im Beweis von (1) = (2) definierte Abbildung h konnte tatséchlich
nicht stetig sein. Zum Beispiel, betrachten wir den Fall, dass fiir einen nicht isolierten

Punkt z € X gilt: f(z)(0) =1 und f(2)(0) < 1 fiir alle z # z. Dann haben wir
Wz)(0) = [F(2)(0)] +1 =1 <h(z)(0) = [f()(0)] +1=1+1=2
fiir alle z # x, daher ist A in dieser Konstellation nicht stetig. O

Folgerung 3.5.9. Jeder metrische separable mQN-Raum X hat die Uberdeckungseigen-

schaft von Hurewicz.

Beweis. Sei f : X — RY eine stetige Abbildung. Dann ist f[X] begrenzt, siehe Folge-
rung 3.5.6. Aus dem Satz 3.5.7 ergibt sich nun, dass X ein Hurewicz-Raum ist. O

Jetzt konnen wir die Relationen zwischen den oben eingefiihrten Begriffen zusammen-

fassen, siche Anmerkung 3.5.2 und Folgerung 3.5.9:
QN = w@QN = mQ@QN = Hurewicz

Es kann nicht aufgrund der ZFC-Mengenlehre, die ein weithin akzeptierter Rahmen
fiir die ganze Mathematik ist, entschieden werden, ob die erste Implikation umgekehrt
werden konnte. Dies folgt aus einer Kombination von vielen Sitzen, die in |9, 6, 11|
bewiesen wurden. Wir werden uns aber in dieser Arbeit mit diesen nicht beschéftigen.

Wir werden zeigen, dass die letzte Implikation in der Tat eine Aquivalenz fiir metrische
separable Raume ist, und infolgedessen die zweite Implikation nicht umgekehrt werden

kann.
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Der folgende Satz wurde in [5] bewiesen. Wir geben einen alternativen Beweis, der

von stetigen von oben Abbildungen Gebrauch macht.

Satz 3.5.10. Fir einen metrischen separablen Raum X sind die folgenden Aussagen

aquivalent:
(1) X ist ein Hurewicz-Raum;
(2) X ist ein mQN-Raum.

Beweis. Folgerung 3.5.9 gibt uns (2) = (1).
Um (1) = (2) zu beweisen, betrachten wir eine monotone Folge (f,, : X — R%|n € w),

die gegen 0 punktwise konvergiert. Wir betrachten die Abbildung ¢ : X — w®,

1

¢(x)(k) =min{n € w: | fu()] =min{n €w:Vn' >n(|fu(z)| < k—l—l)}

Sht1
(die letztere Gleichung folgt aus der Monotonie der Folge (f, : n € w)). ¢ ist stetig von
oben: Nehmen wir beliebige k£, m € w und betrachten die Menge U = {x € X : ¢(x)(k) <
m}. Somit gilt

U={zecw:In<m(fz) < }_LJf k+1kiﬁ

deshalb ist U offen als eine Vereinigung offener Mengen, was die Stetigkeit von oben von
¢ beweist.

Aus Folgerung 2.3.7 ergibt sich, dass ¢[X] begrenzt ist, und deshalb gibt es streng
monoton steigende Funktion b € w* mit b(0) = 0 und ¢(x) <* b fiir alle € X. Sei nun

En = wobei n € w und k die (einzige) natiirliche Zahl ist, sodass b(k) <n < b(k+1).

T
Offensichtlich konvergiert die Folge (g, : n € w) gegen 0. Sei nun z € X und ky € w,
sodass ¢(x)(k) < b(k) fiir alle k > ko gilt. Dann fiir jede k > ko und b(k) <n < b(k+ 1)
gilt:

1

(@) < oo (@)] < fomm (@) < 777

= Ep.

Die ersten zwe Ungleichungen folgen aus der Monotonie der Folge (f,, : n € w), die zweite

stiitzt sich auch auf b(k) > ¢(z)(k) fiir alle k > ko und die Definition von ¢. O

Nichstes Beispiel ergibt sich aus |6, Theorem 4.2].
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Beispiel 3.5.11. R ist kein w@QN-Raum. Tatséchlich, Sei {g, : n € w} eine bijektive
Aufzihlung von Q. Fiir jede n € w sei (2, : m € w) eine gegen ¢, konvergierend
Folge, zum Beispiel z,,,, = ¢, + % Sei fom : R — [0, 2%] eine stetige Funktion, sodass
Jom(Tnm) = 2% und f, (x) = 0 fiir alle z € R mit |z —x,,,,| > %\qn—xn,ml (insbesondere

Jnm(@n) = 0). Zum Beispiel, hat die Funktion

il——"”””””') 12— Zpm| < 2lgn — Tom]
277,( llqn_xnml 9 nmj| = 9 Qn n,m
Som(2) = ’ ’

07 |l’ - xn,m’ 2 %‘Qn - xn,m‘

solche Eigenschaften. Sei nun

gm(z) = an,m(m), wobei z € R und m € w.

new
Da |fm(x)| < 5 fiir alle € R, ist g, stetig. Die Folge (g, : m € w) konvergiert gegen
0 punktweise: Sei x € R und kg € w.

Wir werden zuerst den Fall von © & {q; : i < ko}. Sei mg € w grof genug, sodass
|z — 2 m| > %\ql — x| fiir alle m > mg und i < ky. Dann haben wir f;,,,(z) = 0 fiir alle

1 < ko und m > mg. Deshalb

V> 0 (0(0) = 3 o)+ 3 o) = 3 fonle) < 3 = ).

i<ko i>ko i>ko i>ko

was angesichts der Beliebigkeit von ky die Konvergenz von (f,,(z) : m € w) gegen 0
beweist.

Sei nun x = ¢; fiir eine j < ko. Sel my € w grob genug, sodass |r — ;| > %|Qz — Tim)|
fiir alle m > mg und i < ko, ¢ # j. Dann haben wir f;,,(z) = 0 fiir alle i < ko, 7 # j, und

m > mg. Deshalb

Vm > mo (gm(@) = D fim(@) + fim(@) + > fim(z) =
i<ko,i#j i>ko
1 1
:0+0+Zfi,m($>§ 52%),

i>ko i>ko

was wieder angesichts der Beliebigkeit von kg die Konvergenz von (f,,(z) : m € w) gegen
0 beweist.

Angenommen, dass fp,, 2% 0 fiir eine streng monoton steigende Folge (my. : k € w)

von natiirlichen Zahlen. Aus dem Lemma 3.5.4 folgt, dass R = |, _, F;, wobei (F} : j € w)

JEW
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eine steigende Folge von abgeschlossenen Teilmengen von R ist, und (gm, [ Fj : k € w)
konvergiert gleichmifig fiir jede 7 € w. Nach dem Baireschen Kategoriensatz gibt es
a < bund j € w, sodass (a,b) C Fj gilt, also konvergiert (g,,, [ (a,b) : k € w) gegen
0 gleichmifig. Seien n € w und my € w, sodass ¢, € (a,b) und z,,, € (a,b) fir alle

m > mg. Dann fiir alle m > my gilt:

Sup{gm () : 7 € (4,0)} > g (Tnm) = fom(Tnm) = 5

was der gleichméfigen Konvergenz gegen 0 der Folge (g, | (a,b) : k € w) widerspricht.
O

Folgerung 3.5.12. R st ein mQN- und nicht wQN -Raum.

Beweis. R ist o-kompakt und daher ein Hurewicz-Raum, siehe Beispiel 2.2.4. Nach dem
Satz 3.5.10 ist R ein m@ N-Raum. Zusammen mit Beispiel 3.5.11 beweist es unsere Fol-

gerung. [
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