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Résumé

Une relation D est une relation quaternaire

sur un sous-ensemble d'un arbre généralisé,

signi�ant : Les intervalles [a,b] et [c,d] sont

disjoints. Munies d'une topologie dé�nissable

naturelle, les théories D-minimales comprennent

les théories fortement minimales, o-minimales

et C-minimales. Les théories faiblement D-

minimales sont précisément ceux dont les en-

sembles unaires dé�nissables avec des para-

mètres le sont comme combinaisons booléennes

d'instances d'une seule famille de formules

qui est unidimensionnelle dans le sens (dual)

de Vapnik et Chervonenkis. En utilisant la dé-

composition helvéticofromagière des ensembles

unaires, on montre facilement que les théo-

ries faiblement D-minimales sont dp-minimales.

En autres mots : Elles n'ont ni la propriété

d'indépendance, ni de types unaires dont le

prépoids (généralisé) excède 1.



Théorie D-minimale

Théorie munie d'une relation D . . .

(D1) D(a, b; c, d) ⇒ D(b, a; c, d) ∧D(c, d; a, b).
(D2) D(a, b; c, d) ⇒ ¬D(a, c; b, d).
(D3) D(a, b; c, d) ⇒ D(a, e; c, d) ∨D(a, b; c, e).

. . . qui dé�nit une topologie.

Les cônes : D(x, b; c, d)M .

La topologie est générée par les cônes comme

sous-base : Les ouverts sont les unions d'in-

tersections �nies de cônes.

La théorie doit être �minimale�.

Les ensembles X ⊆ M dé�nissables avec pa-

ramètres sont précisément les combinaisons

booléennes de cônes.



Dimension Vapnik-Chervonenkis

En générale . . .

Ω ⊆ P(M) pulvérise X ⊆ M :

Ω � X = P(X).

dimV C Ω = max
{
|X|

∣∣∣ Ω pulvérise X
}
.

. . . et pour formules.

dimV C ϕ(x̄; ȳ) = dimV C

{
ϕ(x̄; b̄)M

∣∣∣ b̄ ∈ M
}
.

dimop
V C ϕ(x̄; ȳ) = dimV C

{
ϕ(ā; ȳ)M

∣∣∣ ā ∈ M
}
.

ϕ a la propriété d'indépendance :

• dimV C ϕ = ∞, ou

• dimop
V C ϕ = ∞

(deux conditions équivalentes).

T a la propriété d'indépendance si une for-

mule l'a.



Formule VC-minimale

dimop
V C ϕ(x; ȳ) = 0 ⇐⇒
chaque instance ϕ(x; b̄) est triviale.

dimop
V C ϕ(x; ȳ) ≤ 1 ⇐⇒
pour tous A = ϕ(x; b̄1)

M , B = ϕ(x; b̄2)
M :

A ⊆ B, A ⊇ B, A ∩B = ∅ ou A ∪B = M .

ϕ est VC-minimale si dimop
V C ϕ = 1.

Théorie VC-minimale

Théorie munie d'une famille VC-minimale de

formules ϕi(x, ȳi). Les ensembles X ⊆ M dé-

�nissables avec paramètres sont précisément

les combinaisons booléennes d'instances ϕi(x; b̄)M .

On peut dé�nir une relation D :

D(a, b; c, d) ⇐⇒
il y a une instance A = ϕi(x; ē)M telle que

a, b ∈ M , c, d /∈ M ou a, b /∈ M , c, d ∈ M .

En générale, cette relation n'est pas dé�nis-

sable en premier ordre, mais ¬D est toujours

type-dé�nissable.



Théorie faiblement D-minimale

Théorie munie d'un type (incomplet) p(x, y; z, w),

dont le complément dé�nit une relation D.

Cône généralisé : A = ϕi(x; ē)M tel que pour

tous a, b ∈ A, c, d /∈ A on a D(a, b; c, d).

Les ensembles X ⊆ M dé�nissables avec pa-

ramètres sont précisément les combinaisons

booléennes des cônes généralisés.

VC-minimalité = D-minimalité faible

Pour une théorie VC-minimale, les instances

de la famille VC-minimale sont des cônes gé-

néralisés. Pour une théorie faiblement D-mi-

nimale, les cônes généralisés forment une fa-

mille VC-minimale dont la relation D est la

relation originale.



Poids généralisé

charge(p(x)) = supκ tels qu'il y a une con�-

guration comme suit :

• ϕi(x, ȳi) (i < κ).

• (̄bi
j)j<ω suites mutuellement indiscernables.

• {ϕi(x, b̄i
j) | j < ω} est ki-inconsistent.

• p(x) ∪ {ϕi(x, b̄i
0) | i < κ} est consistent.

Le cas simple

charge(p) = supq⊇p poids(q)

Théories dp-minimales

Une théorie est dp-minimale si

• elle n'a pas la propriété d'indépendance

• et les types unaires ont charge ≤ 1.


