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Анотацiя. Сiм’я F пiдмножин метричного сепарабельного простору X називається визначальною
в точцi x0 ∈ X, якщо неперервна у виколотому околi точки x0 функцiя f : X → R є
неперервною в x0 тодi й лише тодi, коли звуження f |S ∪ {x0} неперевнi в x0 для кожної
множини S ∈ F . Доведено, що найменша потужнiсть |F| визначальної в x0 сiм’ї F збiжних
до x0 послiдовностей дорiвнює малому кардиналу b, за умови, що жодна збiжна послiдовнiсть
в X не є околом x0. Для спадної до нуля послiдовностi S = {xn}n∈ω ⊂ (0, 1] такої, що
limn→∞ xn+1/xn = 1, доведено, що сiм’я F = {bS : b ∈ B} — визначальна в x0 = 0 для
кожної множини B ⊂ (0,∞) другої категорiї Бера.

A family F of subsets of a separable metric space X is called continuity-detecting at a point
x0 ∈ X, if each continuous on X \ {x0} function f : X → R is continuous at x0 if and only
if the restriction f |S ∪ {x0} is continuous for each S ∈ F . It is shown that the smallest size
|F| of a continuity-detecting family F of convergent to x0 sequences in X is equal to the small
cardinal b, provided no convergent sequence in X is a neighborhood of x0. It is proved that for
each decreasing to zero sequence S = {xn}n∈ω ⊂ (0, 1] with limn→∞ xn+1/xn = 1 the family
F = {bS : b ∈ B} is continuity-determining at x0 = 0 for each subset B ⊂ (0,∞) of the second
Baire category.

Добре вiдомо, що функцiя дiйсної змiнної f : R → R є неперервною в точцi x0 ∈ R тодi
й лише тодi, коли f(x0) = limn→∞ f(xn) для кожної збiжної до x0 послiдовностi (xn)∞n=1. У
цьому контекстi постає природне запитання: скiльки збiжних до x0 послiдовностей досить
взяти, щоб визначити, чи є довiльна функцiя f неперервною в точцi x0? Якщо не накладати
жодних обмежень на f, то вiдповiдь очевидна: потрiбно континуум таких послiдовностей.
Набагато цiкавiшим є питання, коли функцiя f є неперервною у виколотому околi x0. У
цьому випадку мiнiмальна кiлькiсть послiдовностей, за допомогою яких можна встановити
неперервнiсть таких функцiй в x0, рiвна малому кардиналу b, добре вiдомому в теорiї
множин.

Нагадаємо означення цього кардинала. Будемо говорити, що послiдовнiсть (xn) ∈ Nω

домiнує послiдовнiсть (yn) ∈ Nω (i позначати це символом (yn) ≤∗ (xn)), якщо yn ≤ xn для
всiх достатньо великих чисел n. Добре вiдомо, що, маючи злiченну сiм’ю послiдовностей
F ⊂ Nω, можна знайти послiдовнiсть (yn) ∈ Nω, яка домiнує кожну послiдовнiсть (xn) з
множини F . Найменша потужнiсть |F| множини F ⊂ Nω, для якої такої послiдовностi (yn)
не iснує, i є кардиналом b. Бiльш формально, кардинал b рiвний найменшiй потужностi |B|
множини B ⊂ Nω, яка є необмеженою в (Nω,≤∗) у тому сенсi, що не iснує послiдовностi
(yn) ∈ Nω такої, що (xn) ≤∗ (yn) для всiх (xn) ∈ X.

Кардинал b належить до категорiї так званих малих кардиналiв, тобто незлiченних
кардиналiв, що не перевищують континуума c. Точне розташування цього кардинала на
вiдрiзку [ℵ1, c] залежить вiд додаткових теоретико-множинних припущень. Зокрема, b = c
при Аксiомi Мартiна. Проте, iснують моделi ZFC, у яких b < c (див. [1], [2]).

Поглянемо на описану вище проблему з дещо загальнiшої точки зору.

Означення 1. Сiм’ю F пiдмножин метричного простору X будемо називати

• визначальною в точцi x0 ∈ X, якщо довiльна неперервна у виколотому околi x0

функцiя f : X → [−1, 1] є неперервною в точцi x0 тодi й лише тодi, коли для кожної
множини S ∈ F звуження f |S ∪ {x0} — неперервне в x0;
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• κ-контролюючою в точцi x0 ∈ X, де κ – кардинал, якщо для довiльної сiм’ї U
вiдкритих пiдмножин X \ {x0} з |U| ≤ κ i x0 ∈

⋂
U∈U clX(U) iснує така множина

S ∈ F , що x0 ∈ clX(U ∩ S) для кожного U ∈ U .
Пiд характером χ(x0, X) точки x0 топологiчного простору X розумiємо мiнiмальну потужнiсть

бази околiв x0, див. [3, §1.1]. Наступне твердження розкриває взаємозв’язки мiж означеними
вище поняттями.

Твердження 1. Нехай F – сiм’я пiдмножин у тихоновському просторi X з вiдмiченою
точкою x0 злiченного характеру χ(x0, X) в X.

(i) Якщо сiм’я F визначальна в точцi x0, тодi вона 1-контролююча в x0.
(ii) Сiм’я F визначальна в точцi x0, якщо вона 2-контролююча в x0.
(iii) Якщо сiм’я F κ-контролююча в точцi x0, тодi вона λ-контролююча для кожного

кардинала λ ≤ κ.
(iv) Якщо сiм’я F 1-контролююча в точцi x0 i {On : n ∈ ω} – злiченна база околiв

точки x0 в X, тодi сiм’я {⋃n∈ω On ∩An : ∀n ∈ ω An ∈ F} ω-контролююча в x0.

Доведення. (i) Припустимо, що сiм’я F визначальна в x0. Щоб довести, що вона 1-контро-
лююча, зафiксуємо вiдкриту пiдмножину U ⊂ X з x0 ∈ clX(U).

Нехай {On : n ∈ ω} — злiченна база околiв точки x0 в X. Для кожного n ∈ ω виберемо
точкy an ∈ On ∩U . Без обмеження загальностi можна вважати, що цi точки попарно рiзнi.
Використовуючи тихоновiсть простору X, виберемо попарно неперетиннi околи O(an) ⊂
U ∩ On точок an, n ∈ ω i для кожного n ∈ ω знайдемо таку неперервну функцiю fn : X →
[0, 1], що fn(an) = 1 i f−1

n (0, 1] ⊂ O(an). Легко бачити, що функцiя f =
∑∞

n=1 fn : X → [0, 1]
неперервна у всiх точках простору X крiм x0. Тепер iз визначальностi сiм’ї F випливає
iснування такого S ∈ F , що звуження f на S ∪ {x0} розривне. Оскiльки f |X \ U ≡ 0, то
точка x0 дотикається до перетину S ∩ U ⊃ S ∩ f−1(0, 1].

(ii) Тепер припустимо, що сiм’я F 2-контролююча в точцi x0. Щоб довести її визначальнiсть,
зафiксуємо довiльну неперервну в проколотому околi x0 функцiю f : X → R, яка розривна
в x0. Якщо iснує границя limx0 6=x→x0 f(x) 6= f(x0), тодi для довiльного S ∈ F з x0 ∈
clX(S) звуження f |S ∪{x0} розривне. Якщо ж границi limx0 6=x→x0 f(x) не iснує, тодi можна
знайти двi вiдкритi множини U1, U2 ⊂ R з неперетинними замиканнями, прообрази яких
f−1(Ui), i ∈ {1, 2}, дотикаються до точки x0. Нехай Ȯx0 – виколотий окiл x0, у якому
функцiя f неперервна. Застосовуючи 2-контролюючу властивiсть сiм’ї F до вiдкритих
множин f−1(Ui)∩ Ȯx0, i ∈ {1, 2}, знайдемо таку множину S ∈ F , що перетини S∩f−1(Ui)∩
Ox0, i ∈ {1, 2}, дотикаються до точки x0. Очевидно, що звуження f |S ∪ {x0} розривне.

Останнi два пункти твердження 1 очевиднi. ¤

Позначимо через sf (x0, X) (вiдп. sκ(x0, X)) найменшу потужнiсть |F| сiм’ї F збiжних до
x0 послiдовностей, яка є визначальною (вiдп. κ-контролюючою) в точцi x0.

Iз твердження 1 випливає

Наслiдок 1. Якщо x0 – точка злiченного характеру у тихоновському просторi X, тодi
sf (x0, X) = sκ(x0, X) для кожного κ ∈ N i sf (x0, X) ≤ sω(x0, X) ≤ sf (x0, X)ω.

Для метричних сепарабельних просторiв вдається знайти точне значення кардиналiв
sκ(x0, X), κ ≤ ω. У подальшому викладi нам знадобляться такi поняття.

Будемо називати пiдмножину S ⊂ X топологiчного простору X послiдовнiстю, збiжною
до x0, якщо доповнення S \O(x0) — скiнченне для довiльного околу O(x0) точки x0 в X.

Пiдмножину S метричного простору (X, d) назвемо узагальненою послiдовнiстю, що
прямує до x0, якщо для довiльного околу O(x0) ⊂ X точки x0 доповнення S \ O(x0) —
рiвномiрно дискретне у тому сенсi, що inf{d(x, y) : x, y ∈ S \O(x0), x 6= y} > 0. Зауважимо,
що цi два поняття збiгаються в цiлком обмежених метричних просторах.

Теорема 1. Нехай x0 – неiзольована точка метричного простору X i κ < b – ненульовий
кардинал. Якщо x0 має окiл O(x0), що є збiжною до x0 послiдовнiстю, то sf (x0, X) =
sκ(x0, X) = 1. Якщо такого околу не iснує, тодi sf (x0, X) = sκ(x0, X) = b.
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Ми розiб’ємо доведення цiєї теореми на ряд лем. Але спочатку введемо деякi позначення.
Для точки x0 метричного простору (X, d) та пiдмножини S ⊂ X з x0 ∈ S розглянемо
функцiю вiддалi вiд S,

distS : X → [0,∞), dist : x 7→ dist(x, S) = inf
s∈S

d(s, x),

а також (неспадну) функцiю росту цiєї вiддалi,

ρS : (0,∞) → [0,∞), ρS : R 7→ sup
d(x,x0)≤R

dist(x, S).

Якщо S не є околом x0, то ρS(0,∞) ⊂ (0,∞).

Лема 1. Нехай x0 – неiзольована точка метричного простору (X, d). Для довiльної неспадної
функцiї f : (0,∞) → (0,∞) iснує така збiжна до x0 узагальнена послiдовнiсть S ⊂ X, що
ρS < 2f.

Доведення. Покладемо On = {x ∈ X : d(x, x0) < 2−n} для n ≥ 0. Назвемо пiдмножину
A ⊂ X ε-роздiленою для деякого ε > 0, якщо d(a, b) ≥ ε для всiх рiзних точок a, b ∈ A.
Нехай S0 — максимальна f(1)-роздiлена пiдмножина X \ O0. Iндукцiєю по n побудуємо
послiдовнiсть множин (Sn)n≥1 таку, що Sn ⊂ On−1 \On — максимальна множина, для якої
об’єднання S0 ∪ · · · ∪ Sn f(2−n)-роздiлене. Тодi об’єднання S =

⋃
n∈ω Sn є узагальненою

послiдовнiстю, що збiгається до x0, до того ж, ρS(t) < 2f(t) для усiх t ∈ (0,∞). ¤
Будемо говорити, що сiм’я F неспадних невiд’ємних функцiй на R+ = (0,∞) є обмеженою

знизу за спаданням, якщо iснує така неспадна функцiя g : R+ → R+, що g = o(f), t → 0+,
для кожної функцiї f ∈ F . Використовуючи означення кардинала b, нескладно довести
наступне його еквiвалентне означення.

Лема 2. Кардинал b рiвний мiнiмальнiй потужностi |F| сiм’ї F додатних неспадних
функцiй на R+, яка є необмеженою знизу за спаданням.

Використовуючи це еквiвалентне означення, ми опишемо метод побудови насичених сiмей
малої потужностi.

Лема 3. Нехай F – така сiм’я збiжних до x0 послiдовностей у метричному просторi
(X, d), що множина функцiй {ρS : S ∈ F} — необмежена знизу за спаданням. Тодi сiм’я
F є κ-контролюючою для кожного кардинала κ < b.

Доведення. Припустимо, що множина функцiй {ρS : S ∈ F}— необмежена знизу за спаданням.
Зафiксуємо сiм’ю U вiдкритих пiдмножин X\{x0}, якi дотикаються до точки x0 i припустимо,
що |U| < b. Розглянемо сiм’ю функцiї {ρX\U : U ∈ U}. Оскiльки ця сiм’я має потужнiсть < b,
то вона обмежена знизу за спаданням, звiдки випливає iснування такої неспадної функцiї
f : R+ → R+, що f = o(ρX\U ), t → 0+, для кожного U ∈ U .

Оскiльки сiм’я функцiй {ρS : S ∈ F} — необмежена знизу за спаданням, то iснує така
послiдовнiсть S ∈ F , що f 6= o(ρS), t → 0+, тобто

lim
t→+0

f(t)
ρS(t)

= C > 0. (?)

Для завершення доведення досить перевiрити, що для кожної множини U ∈ U перетин
S ∩U — нескiнченний. Iз (?) випливає iснування такої збiжної до нуля послiдовностi (tk) ⊂
(0,∞), що f(tk) > (C/2)ρS(tk) для усiх k. Оскiльки f = o(ρX\U ) при t → 0+, то iснує таке
k0, що f(tk) < (C/4)ρX\U (tk) для всiх k ≥ k0. Як наслiдок, (C/2)ρS(tk) < (C/4)ρX\U (tk)
i ρX\U (tk) > 2ρS(tk) для всiх k ≥ k0. Використовуючи означення величини ρX\U (tk) >
2ρS(tk), виберемо таку точку xk ∈ X, що d(xk, x0) ≤ tk i d(xk, X \ U) > ρS(tk). Iз означення
ρS(tk) випливає iснування точки sk ∈ S на вiдстанi d(xk, sk) < d(xk, X \ U) ≤ ρX\U (tk).
Тодi sk ∈ U i перетин U ∩ S нескiнченний, оскiльки вiн мiстить збiжну до x0 послiдовнiсть
(sk)k≥k0 . ¤

Перейдемо тепер безпосередньо до доведення теореми.

Доведення теореми 1. Нехай x0 ∈ X — неiзольована точка сепарабельного метризовного
простору X. Фiксуємо довiльну цiлком обмежену метрику d в X, що породжує топологiю
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простору X. Випадок околу O(x0), що є збiжною послiдовнiстю — тривiальний. Тому далi
вважаємо, що жоден окiл O(x0) точки x0 в X не є збiжною послiдовнiстю. Згiдно iз наслiдком 1,
досить довести оцiнки b ≤ s1(x0, X) ≤ sω(x0, X) ≤ b. З лем 1 i 2 випливає iснування
такої сiм’ї F збiжних до x0 послiдовностей, що |F| ≤ b i множина функцiй {ρS : S ∈ F}
необмежена знизу за спаданням. Застосовуючи лему 3, отримуємо, що сiм’яF ω-контролююча
i, отже, sω(x0, X) ≤ |F| ≤ b.

Для доведення нерiвностi b ≤ s1(x0, x) досить показати, що довiльна сiм’я F збiжних
до x0 послiдовностей не є 1-контролюючою, якщо |F| < b. Позначимо через K поповнення
цiлком обмеженого метричного простору X. Оскiльки точка x0 не має околiв, що є збiжними
до x0 послiдовностями, то iснує збiжна до x0 послiдовнiсть (yn) ⊂ K \ {x0} неiзольованих
точок компакта K. Покладемо Y = {x0, yn : n ∈ ω}. Для кожної послiдовностi S ∈ F
виберемо послiдовнiсть ~mS = (mS

i ) ∈ Nω так, щоб для довiльних i ∈ ω та s ∈ S \ Y

справджувалася нерiвнiсть d(s, yi) > 2−mS
i . Оскiльки множина послiдовностей B = {~mS :

S ∈ F} ⊂ Nω має потужнiсть |B| ≤ |F| < b, то iснує така послiдовнiсть ~m = (mi) ∈ Nω,
що ~mS ≤∗ ~m для всiх S ∈ F . Тепер розглянемо вiдкриту множину W =

⋃
i∈ω B(yi, 2−mi),

яка мiстить x0 у своєму замиканнi. З вибору послiдовностей ~mS ≤∗ ~m випливає, що для
кожної послiдовностi S ∈ F перетин S ∩ W — скiнченний. Це означає, що сiм’я F не є
1-контролюючою. 2

З теореми 1 та поведiнки кардинала b за рiзних аксiоматичних припущень (див. [2])
випливає

Наслiдок 2. Нехай X – метричний сепарабельний простiр i x0 ∈ X – точка, жоден окiл
якої не є збiжною до x0 послiдовнiстю. Тодi sf (x0, X) = c при Аксiомi Мартiна. Проте
iснують моделi ZFC, при яких sf (x0, X) < c.

Застосовуючи теорему 1 до точки x0 = 0 вiдрiзка X = [0, 1], бачимо, що iснує сiм’я F
спадних до нуля послiдовностей дiйсних чисел потужностi |F| = b, яка дозволяє визначити
iснування границi в нулi у тому сенсi, що неперервна функцiя f : (0, 1] → [−1, 1] має границю
limx→+0 f(x) тодi й лише тодi, коли для кожної послiдовностi (xn) ∈ F iснує границя
limn→∞ f(xn). Однак, побудована у доведеннi цiєї теореми сiм’я F мiстить якзавгодно
повiльно спаднi до нуля послiдовностi. Виявляється, що можна також знайти одну збiжну
до нуля послiдовнiсть (xn) ⊂ [0,∞), сiм’я гомотетичних копiй якої H = {(axn)n∈ω : a > 0}
є ω-котролюючою (i, як наслiдок, визначальною) в точцi x0 = 0. Тодi усi послiдовностi
цiєї сiм’ї еквiвалентнi в сeнсi ~x = O∗(~y) для ~x, ~y ∈ H. При дослiдженнi структури таких
послiдовностей (xn) природно виникають ще три малих кардинали: add(M), non(M) та
cov(M). Тут M – σ-iдеал усiх множин I-ї категорiї Бера на прямiй, а

add(M) = min{|I| : I ⊂M, ∪I /∈M};
non(M) = min{|A| : A ⊂ R, A /∈M};
cov(M) = min{|I| : I ⊂M, ∪I = R}.

Для цих кардиналiв очевидними є спiввiдношення: add(M) ≤ min{non(M), cov(M)} ≤ c.
Менш очевидно, що add(M) ≤ b ≤ non(M), див. [2] (це випливає з того, що σ-iдеал
M мiстить усi компактнi пiдмножини множини iррацiональних чисел, яка гомеоморфна
злiченному добутку Nω за теоремою Александрова-Урисона [5, 7.7]). При Аксiомi Мартiна
усi цi кардинали рiвнi континууму, проте iснують моделi ZFC, за яких max{cov(M), non(M)} <
c, див. [2].

Теорема 2. Для спадної до нуля послiдовностi S = {xn}∞n=1 додатних дiйсних чисел
наступнi умови еквiвалентнi:

(i) ∃ limn→∞
xn+1

xn
= 1;

(ii) для кожної вiдкритої множини U ⊂ (0,∞), яка дотикається до нуля, множина
{a > 0 : aS ∩ U 6= ∅} вiдкрита i всюди щiльна на пiвосi R+ = (0,+∞);

(iii) сiм’я F = {aS : a ∈ R+} ω-контролююча в точцi x0 = 0;
(iv) для кожної вiдкритої множини U 3 1 на пiвосi R+ сiм’я F = {aS : a ∈ U}

визначальна в точцi x0 = 0;
(v) для кожної множини B другої категорiї Бера на осi R+ сiм’я F = {aS : a ∈ B}

визначальна в точцi x0 = 0.
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(vi) для кожної вiдкритої множини W 3 1 на пiвосi R+ сiм’я F = {aS : a ∈ W}
κ-контролююча в точцi x0 = 0 для кожного нескiнченного кардинала κ < cov(M);

(vii) для кожної множини B другої категорiї Бера на осi R+ сiм’я F = {bS : b ∈ B}
κ-контролююча в точцi x0 = 0 для кожного нескiнченного кардинала κ < add(M).

Доведення. Ми доведемо iмплiкацiї (i)⇒(ii)⇔(iii)⇒ (v)⇒(iv)⇒(i) та (ii)⇒(vi,vii)⇒(iii).

(i)⇒(ii) Припустимо, що iснує границя limn→∞
xn+1

xn
= 1 i зафiксуємо довiльну вiдкриту

пiдмножину U ⊂ (0,∞), яка дотикається до нуля. Легко бачити, що множина A = {a > 0 :
aS ∩ U 6= ∅} вiдкрита в R+. Щоби довести її всюди щiльнiсть в R+, зафiксуємо довiльну
точку a ∈ R+ та її окiл W ⊂ R+. Знайдемо таке ε > 0, що (a(1 − ε), a] ⊂ W . Далi,
пiдберемо таке m ∈ N, що xn+1

xn
> 1 − ε для всiх n ≥ m. Ми стверджуємо, що WS мiстить

iнтервал (0, axm). Дiйсно, для кожної точки t ∈ (0, axm) можна знайти таке n ≥ m, що
t ∈ (axn+1, axn]. Оскiльки t

axn
> axn+1

axn
= xn+1

xn
> 1 − ε, то t ∈ (a(1 − ε), a] · xn ⊂ WS. Iз

включень (0, axm) ⊂ WS та 0 ∈ Ū випливає, що WS ∩ U 6= ∅, звiдки W ∩A 6= ∅.
(ii)⇒(iii) Нехай {Un : n ∈ ω} – злiченна сiм’я вiдкритих пiдмножин на пiвосi R+, котрi

дотикаються до нуля. Iз умови (ii) випливає, що для довiльних n,m ∈ ω множина An,m =
{a > 0 : aS ∩ Un ∩ (0, 2−m] 6= ∅} вiдкрита i всюди щiльна на пiвосi R+. За теоремою Бера,
перетин

⋂
n,m∈ω An,m мiстить деяку точку a > 0. Для цiєї точки усi перетини aS ∩ Un

нескiнченнi, що доводить ω-контролюючiсть послiдовностi S.

(iii)⇒(ii) Припустимо, що сiм’я {aS : a > 0} ω-контролююча в x0 = 0. Зафiксуємо
довiльну вiдкриту множину U ⊂ R+, яка дотикається до нуля. Покажемо, що множина
A = {a > 0 : aS ∩ U 6= ∅} всюди щiльна на пiвосi R+. Позначимо через Q+ множину
додатнiх рацiональних чисел i розглянемо злiченну сiм’ю {qU : q ∈ Q+} вiдкритих множин
в R+, якi дотикаються до нуля. Оскiльки сiм’я {aS : a > 0} ω-контролююча, то iснує таке
a > 0, що aS ∩ qU 6= ∅ для кожного додатного рацiонального числа q. Тодi Q+a ∈ A i, отже,
множина A всюди щiльна на пiвосi.

(ii)⇒(v) Припустимо, що f : [0,∞) → R – функцiя, яка неперервна в точцi пiвосi R+, але
розривна в x0 = 0. Необхiдно знайти таке b ∈ B, що звуження f |bS ∪ {0} розривне.

Якщо границя A = limx→+0 f(x) iснує, тодi A 6= f(x0) i для кожного b ∈ B звуження
f |bS ∪ {0} розривне в нулi. Якщо ж границi limx→+0 f(x) не iснує, тодi можна знайти двi
вiдкритi пiдмножини U1, U2 ⊂ R з неперетинними замиканнями, прообрази f−1(U1), f−1(U2)
яких дотикаються до нуля. Iз умови (ii) випливає, що перетин

G =
⋂

n∈N

2⋂

i=1

{a > 0 : aS ∩ f−1(Ui) ∩ (0, 2−n) 6= ∅}

є всюди щiльною Gδ-множиною на пiвосi R+. Тодi для множини B другої категорiї Бера
перетин G ∩ B мiстить деяку точку b > 0. Для цiєї константи b послiдовiсть bS має
нескiнченний перетин з множинами f−1(Ui), i = 1, 2. Як наслiдок, звуження f |bS ∪ {0}
розривне в нулi.

Iмплiкацiя (v)⇒(iv) тривiальна. Щоб довести iмплiкацiю (iv)⇒(i), припустимо, що C =
lim n→∞

xn+1

xn
< 1. Тодi для ε = (1 − C)/2 множина N = {n ∈ N : xn+1 < (1 − ε)xn}

нескiнченна. Розглянемо вiдкриту множину U =
⋃

n∈N

(
(1 − 2ε/3)xn, (1 − ε/3)xn

)
, яка

дотикається до нуля, i зауважимо, що для всiх a ∈ (1−ε/3, 1+ε/3) перетин aS∩U порожнiй.
Нехай f : (0,∞) → [0, 1] — неперервна функцiя з носiєм f−1(0, 1] ⊂ U , яка не має границi
limx→+0 f(x). Доозначимо f в нулi, поклавши f(0) = 0. Оскiльки f |aS ≡ 0, то умова (iv) не
виконується, що доводить iмплiкацiю (iv)⇒(i).

(ii)⇒(vi,vii) Зафiксуємо нескiнченний кардинал κ, а також сiм’ю U потужностi |U| ≤ κ, що
складається з вiдкритих пiдмножин на пiвосi R+, котрi дотикаються до нуля. Iз умови (ii)
випливає, що для довiльних U ∈ U , m ∈ ω множина GU,m = {a > 0 : aS ∩ U ∩ (0, 2−m) 6= ∅}
вiдкрита i всюди щiльна на пiвосi R+. Зауважимо, що |{GU,m : U ∈ U , m ∈ ω}| ≤ ℵ0 · |U| ≤ κ
i розглянемо перетин A =

⋂{GU,m : U ∈ U , m ∈ ω}.
Якщо κ < cov(M), тодi, iз означення кардинала cov(M) випливає, що множина A всюди

щiльна на прямiй i, отже, має спiльну точку a з довiльним околом W ⊂ R+ одиницi. Для цiєї
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точки a перетин aS∩U нескiнченний для кожного U ∈ U . Це означає, що сiм’я {aS : a ∈ W}
κ-контролююча в точцi x0 = 0.

Якщо κ < add(M), тодi з означення кардинала cov(M) випливає, що множина A мiстить
всюди щiльну Gδ-множину G пiвосi R+. Ця множина G ⊂ A має спiльну точку a з довiльною
множиною B ⊂ R+ другої категорiї. Для цiєї точки a перетин aS ∩ U нескiнченний для
кожного U ∈ U . Це означає, що сiм’я {aS : a ∈ B} κ-контролююча в точцi x0 = 0.

Нарештi, тривiальнi iмплiкацiї (vi,vii)⇒(iii) завершують доведення теореми. ¤
Застосовуючи до пiвосi R+ перетворення 1

x : R+ → R+ та ln : R+ → R, отримуємо два
цiкавих наслiдки з теореми 2.

Наслiдок 3. Нехай S = {xn : n ∈ ω} зростаюча до нескiнченностi послiдовнiсть дiйсних
чисел з limn→∞

xn+1

xn
= 1 i B– множина другої категрiї Бера на пiвосi R+. Неперервна

функцiя f : R → R має границю limx→+∞ f(x) тодi i лише тодi, коли для кожного b ∈ B
iснує границя limn→∞ f(bxn).

Наслiдок 4. Нехай S = {xn : n ∈ ω} зростаюча до нескiнченностi послiдовнiсть дiйсних
чисел з limn→∞ xn+1−xn = 0 i B– множина другої категрiї Бера на пiвосi R+. Неперервна
функцiя f : R → R має границю limx→+∞ f(x) тодi i лише тодi, коли для кожного b ∈ B
iснує границя limn→∞ f(b + xn).

Наслiдок 3 узагальнює задачу III.2.59∗ (пiдвищеної складностi) iз [4], в якiй пропонується
довести, що неперервна функцiя f : [0, +∞) → R має границю limx→+∞ f(x) = 0 за умови,
що limn→∞ f(an) = 0 для всiх a > 0. За розв’язком цiєї задачi А.Я.Дороговцев вiдсилає
читача до статтi [6] та збiрника [7, c.97].

Як видно з теореми 2, для спадної до нуля послiдовностi S ⊂ R+ сiм’я {aS : a > 0} є
ω-контролюючою в нулi тодi i лише тодi, коли множина {aS : a ∈ U} визначальна в нулi
для кожного околу одиницi. Подiбна характеризацiя справедлива i для 1-контролюючої
властивостi, див. [8].

Теорема 3. Для спадної до нуля послiдовностi S = {xn : n ∈ ω} ⊂ (0, +∞) сiм’я {aS : a >
0} визначальна в нулi тодi i лише тодi, коли вона 1-контролююча в нулi. У цьому випадку
мають мiсце оцiнки limn→∞ ln xn

ln n = 0 < lim infn→∞
xn+1

xn
≤ lim supn→∞

xn+1

xn
= 1.

Iз теореми 2 випливає, що для послiдовностi S = { 1
n : n ∈ N} та довiльної множини B

другої категорiї на R+ сiм’я F = {bS : b ∈ B} є визначальною в нулi. Зауважимо, що
найменша потужнiсть множини другої категорiї на прямiй рiвна кардиналу non(M).

Проблема 1. Нехай F – визначальна сiм’я збiжних до нуля послiдовностей на (0, 1), для
якої сiм’я функцiй {ρS : S ∈ F} обмежена знизу за спаданням. Чи правда, що |F| ≥
non(M)?
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