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Aufgabe 1 (2 Punkte) Sei L eine Sprache. Zeigen Sie, daß für alle L-
Formeln ϕ, ψ und alle Variablen x gilt: wenn (ϕ → ψ) beweisbar ist und x
nicht frei in ϕ vorkommt, dann ist auch (ϕ→ ∀xψ) beweisbar.

Aufgabe 2 (2 Punkte) Beweisen oder widerlegen Sie:

Für jede Sprache L, jede L-Struktur A, jede Belegung β der
Variablen in A und alle L-Formeln ϕ, ψ gilt: wenn die Variable
x nicht frei in ψ vorkommt und wenn A |= (ϕ → ψ)[β], dann
A |= (∃xϕ→ ψ)[β].

Aufgabe 3 (2 Punkte) Sei L eine Sprache. Eine L-Struktur A ist Sub-
struktur einer L-Struktur B, symbolisch A ⊆ B, wenn A ⊆ B und für alle
r ≥ 1 gilt:

(i) für alle r-stelligen Relationssymbole R ∈ L ist RB ∩ Ar = RA;

(ii) für alle r-stelligen Funktionssymbole f ∈ L ist fB �Ar= fA;

(iii) für alle Konstanten(symbole) c ∈ L ist cB = cA.

Eine L-Aussage ϕ ist universell, wenn ϕ = ∀x1 · · · ∀xkψ für Variablen
x1, . . . , xk und eine L-Formel ψ, in der keine Quantoren vorkommen.

Gelte A ⊆ B. Zeigen Sie, daß jede universelle L-Aussage, die in B gilt,
auch in A gilt.

Aufgabe 4 (2 Punkte) Sei L eine Sprache und seien A und B L-Struktu-
ren. Ein Homomorphismus von A nach B is eine Abbildung h : A → B, so
daß für alle r ≥ 1, alle (a1, . . . , ar) ∈ Ar und alle r-stelligen Relationssymbole
R ∈ L und Funktionssymbole f ∈ L und alle Konstanten c ∈ L gilt:

(i) wenn (a1, . . . , ar) ∈ RA, so (h(a1), . . . , h(ar)) ∈ RB;

(ii) h(fA(a1, . . . , ar)) = fB(h(a1), . . . , h(ar));

(iii) h(cA) = cB.
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Eine L-Formel ϕ ist positiv existentiell, wenn sie aus Primformeln mittels
∧,∨ und existentieller Quantifikation ∃x gebildet werden kann.

Sei h ein Homomorphismus von A nach B. Zeigen Sie, daß für alle positiv
existentiellen L-Formeln ϕ und alle Belegungen β der Variablen in A gilt:

wenn A |= ϕ[β] , so B |= ϕ[h ◦ β].

Abgabe am Mittwoch, den 23. Oktober, in und vor der Vorlesung.

2


