
Sommersemester 2012, Grundbegriffe der mathematischen Logik

Übungsblatt 4

Sei σGr die Signatur, die nur das zweistellige Relationssymbol E enthält.
Ein Graph ist eine σGr-Struktur G, so daß EG ⊆ G2 irreflexiv und sym-
metrisch ist (das heißt, für alle g, g′ ∈ G gilt (g, g) /∈ EG und: wenn
(g, g′) ∈ EG, so (g′, g) ∈ EG).

Elemente der Grundmenge G eines Graphen G heißen Knoten (in G);
ein Knoten g ist ein Nachbar (in G) eines Knoten g′ genau dann, wenn
(g′, g) ∈ EG.

Aufgabe 1 Seien x, y ∈ X zwei verschiedene Variable. Zeigen Sie: eine
σ-Struktur M ist ein Graph genau dann, wenn

M |= ∧¬∃xExx¬∃x∃y ∧ Exy¬Eyx.

Geben Sie einen σ-Satz ϕ an, so daß für alle Graphen G gilt:

G |= ϕ⇐⇒ jeder Knoten g in G hat mindestens zwei Nachbarn in G.

Aufgabe 2 Sei σ die leere Signatur. Geben Sie einen σ-Satz ϕ an, so daß
für jede σ-Struktur M gilt

M |= ϕ⇐⇒ |M | ≤ 2,

und beweisen Sie das.

Aufgabe 3 Sei σ eine funktionale Signatur (also σRel = ∅). Seien M und N
isomorphe σ-Strukturen. Zeigen Sie, daß für jeden σ-Satz ϕ gilt:

M |= ϕ⇐⇒ N |= ϕ.

Hinweis: Zeigen Sie, daß für alle σ-Formeln ψ und alle Belegungen β in M
gilt:

β̂(ψ) = 1⇐⇒ ̂(H ◦ β)(ψ) = 1.

Hierbei ist H ein Isomorphismus von M auf N . Erinnern Sie sich an Auf-
gabe 2 von Übungsblatt 3.
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Sei σ eine Signatur und seien ϕ und ψ σ-Sätze; ψ folgt logisch aus ϕ genau
dann, wenn jede σ-Struktur, die Modell von ϕ ist, auch Modell von ψ ist; ϕ
ist logisch allgemeingültig genau dann, wenn jede σ-Struktur ein Modell von
ϕ ist.

Aufgabe 4 (a) Sei σ eine Signatur. Zeigen Sie, daß für alle σ-Sätze ϕ und
ψ gilt: ψ folgt logisch aus ϕ genau dann, wenn

¬ ∧ ϕ¬ψ

logisch allgemeingültig ist.

(b) Seien x, y ∈ X zwei verschiedene Variable. Geben Sie eine σGr-Formel
ϕ mit Frei(ϕ) = {x, y} an, so daß ∃y¬∃x¬ϕ nicht logisch aus ¬∃x¬∃yϕ
folgt, und beweisen Sie das.
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