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Blatt 10

Aufgabe 1 Sei T eine LN -Theorie und ψ(x, y) eine Σ1-Formel, so daß T `
∀x∃!y ψ(x, y). Sei f /∈ LN ein einstelliges Funktionssymbol und betrachte
die (LN ∪ {f})-Theorie

T (f) := T ∪
{
∀x ψ(f(x), x)

}
.

Für ` ∈ N definiere Σ`(f) und Π`(f) so wie Σ` und Π` (siehe Blatt 9), aber
in der Sprache LN ∪ {f} statt LN .

Zeigen Sie, daß es für jedes ` ≥ 1 eine Abbildung ϕ 7→ ϕ′ von Σ`(f)
nach Σ` gibt, so daß für alle ϕ ∈ Σ`(f)

T (f) ` (ϕ↔ ϕ′).

Hinweis: Finden Sie zuerst geeignete Abbildungen ϕ 7→ ϕ′ und ϕ 7→ ϕ′′, die
jeder Σ0(f)-Formel ϕ eine Σ1-Formel ϕ′ beziehungsweise eine Π1-Formel ϕ′′

zuordnen. Dann folgt die Behauptung leicht per Induktion über `.

Im Folgenden sei T eine LN -Theorie, die die Peanoarithmetik P enthält,
und BT (x, y) eine ∆P

1 -Formel (siehe Ziegler, Seite 102), so daß für alle LN -
Sätze ψ gilt:

T ` ψ ⇐⇒ N |= ∃xBT (x,∆pψq).

Schreibe BewT (y) für ∃xBT (x, y).

Achtung: es wird nicht vorausgesetzt, daß N |= T .

Aufgabe 2 Zeigen Sie, daß für alle LN -Sätze ϕ gilt:

T ` ϕ genau dann, wenn es ein n ∈ N gibt, so daß T ` BT (∆n,∆pϕq).

Aufgabe 3 (Gödel) Sei γ ein LN -Satz, so daß

Q ` γ ↔ ¬BewT (∆pγq).

Zeigen Sie:
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(a) Wenn T konsistent ist, dann T 6` γ.

(b) Wenn T ω-konsistent ist, dann T 6` ¬γ.

Daß T ω-konsistent ist, bedeutet: es gibt keine LN -Formel ϕ(x), so daß
T ` ∃xϕ(x) und T ` ¬ϕ(∆n) für alle n ∈ N.

Aufgabe 4 (Rosser) Sei ρ ein LN -Satz, so daß

Q ` ρ↔ ∀x
(
BT (x,∆pρq)→ ∃y < x BT (y,∆p¬ρq)

)
.

Zeigen Sie:

(a) Es gibt einen solchen LN -Satz ρ.

(b) Wenn T konsistent ist, dann gilt weder T ` ρ noch T ` ¬ρ.
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