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Aufgabe 1 Sei ≤ ein zweistelliges Relationssymbol. Ein gerichtetes System
ist eine partielle Ordnung I := (I,≤I) so dass

I |= ∀x∀y∃z(x ≤ z ∧ y ≤ z)

Sei L eine Sprache, I ein gerichtetes System, i0 ∈ I, und (Ai)i∈I eine Familie
von L-Strukturen, so daß Ai ⊆ Aj für alle i ≤I j. Eine solche Familie heisst
gerichtetes System von L-Strukturen.

Die Struktur A ist die L-Struktur mit Universum A =
⋃

i∈I Ai, die Re-
lationssymbole R ∈ L, Funktionssymbole f ∈ L und Konstanten c ∈ L wie
folgt interpretiert:

RA :=
⋃

i∈I R
Ai ,

fA :=
⋃

i∈I f
Ai ,

cA := cAi0 .

1. Zeigen Sie daß A wohldefiniert ist. Die Struktur A wird mit
⋃

i∈I Ai

bezeichnet und heisst Vereinigung von (Ai)i∈I .

2. Zeigen Sie, daß jeder ∀∃-Satz, der in allen Ai gilt, auch in
⋃

i∈I Ai gilt.
Hierbei, ist ein ∀∃-Satz ein L-Satz der Form

∀x1 . . . ∀xn∃y1 . . . ∃ymϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

für n,m ∈ N und ϕ quantorenfrei.

3. Präzisieren und beweisen Sie: “Jede L-Struktur ist die Vereinigung des
gerichteten Systems ihrer endlich erzeugten Substrukturen.”

Aufgabe 2 Für p eine Primzahl oder p = 0 geben Sie eine Theorie TAAKp

an, deren Modelle genau die algebraisch abgeschlossenen Körper der Charak-
teristik p sind.

Zeigen Sie, daß ein Satz in einem algebraisch abgeschlossenen Körper der
Charakteristik 0 genau dann gilt, wenn er in allen algebraisch abgeschlossenen
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Körpern genügend großer Charakteristik gilt. Sie dürfen verwenden, daß
TAAK 0 vollständig ist.

Folgern Sie, daß der Körper der komplexen Zahlen jeden ∀∃-Satz erfüllt,
der in allen endlichen Körpern gilt.

Hinweis; Verwenden Sie Aufgabe 1. Bemerken Sie, daß algebraisch abge-
schlossene Körper der Charakteristik p > 0 lokal endlich sind (ihre endlich
erzeugten Substrukturen sind endlich).

Aufgabe 3 Sei E ein zweistelliges Relationssymbol. Ein gerichteter Graph
ist eine {E}-Struktur G = (G,EG) mit irreflexivem EG. Er ist azyklisch,
wenn es keine endliche Folge (gi)i≤n paarweise verschiedener Knoten gi ∈ G
gibt mit (gn, g0) ∈ EG und (gi, gi+1) ∈ EG für alle i < n.

Zeigen Sie, daß ein gerichteter Graph G genau dann azyklisch ist, wenn
es eine (lineare) Ordnung < auf G gibt mit EG ⊆<.
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