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Blatt 9

Für eine LN -Formel ϕ stehen ∃x < t ϕ und ∀x < t ϕ für ∃x(x < t ∧ ϕ)
bzw. ∀x(x < t → ϕ). Hier sei verstanden, daß die Variable x nicht im
LN -Term t vorkommt. Für ` ∈ N seien Σ` und Π` die wie folgt definierten
Mengen von LN -Formeln:

• eine LN -Formel ist in Σ0 = Π0, wenn sie aus Literalen (atomare Formeln
oder Negationen davon) durch Anwenden von ∧,∨,¬,∃x < t und
∀x < t entsteht;

• eine LN -Formel ist in Σ`+1, wenn sie aus Formeln in Π` ∪ Σ` durch
Anwenden von ∧,∨,∃x und ∀x < t entsteht;

• eine LN -Formel ist in Π`+1, wenn sie aus Formeln in Π` ∪ Σ` durch
Anwenden von ∧,∨,∀x und ∃x < t entsteht;

Aufgabe 1 Sei A eine LN -Struktur und B eine Substruktur von A, so daß
für alle a ∈ A und b ∈ B gilt: wenn a <A b, so a ∈ B.

Zeigen Sie:

1. Für jede Σ0-Formel ϕ(x1, . . . , xk) und alle b1, . . . , bk ∈ B gilt:

B |= ϕ(b1, . . . , bk) ⇐⇒ A |= ϕ(b1, . . . , bk).

2. Für jede Σ1-Formel ϕ(x1, . . . , xk) und alle b1, . . . , bk ∈ B gilt:

B |= ϕ(b1, . . . , bk) =⇒ A |= ϕ(b1, . . . , bk).

Aufgabe 2 Sei T die LN -Theorie, die alle im Standardmodell N wahren Π1-
Sätze enthält, und ausserdem das Induktionsschema für Σ0-Formeln enthält,
d.h. für jede Σ0-Formel ϕ(x, y1, . . . , yk) den Satz

∀y1 · · · ∀yk
(

(ϕ(0, y1, . . . , yk) ∧ ∀x(ϕ(x, y1, . . . , yk)→ ϕ(x + 1, y1, . . . , yk)))

→ ∀xϕ(x, y1, . . . , yk)
)

Gelte A |= T und sei B eine Substruktur von A, so daß für alle a ∈ A und
b ∈ B gilt: wenn a <A b, so a ∈ B.

Zeigen Sie, daß B |= T .
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Aufgabe 3 (Satz von Parikh) Sei T die Theorie aus der vorigen Aufgabe
und sei ϕ(x, y) ∈ Σ1, so daß

T ` ∀x∃y ϕ(x, y).

Zeigen Sie, daß es einen LN -Term t(x) gibt, so daß

T ` ∀x∃y < t(x) ϕ(x, y).

Hinweis: Betrachten Sie die Theorie

T ∪ {∀y < t(c) ¬ϕ(c, y) | t(x) ist ein LN -Term}

für eine “neue” Konstante c, und argumentieren Sie so ähnlich wie für Blatt 5,
Aufgabe 2.
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