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Kapitel 1

Einleitung

Dies ist ein Skript zur Vorlesung “Grundziige der mathematischen Logik”, welches ich im
Laufe dieses Semesters fortlaufend erginzen werde. Insbesondere heifit dies, dass Sie mir
Tippfehler und andere Anmerkungen sehr gerne jederzeit per E-Mail zuschicken kénnen.
Ich werde mich bemiihen diese zeitnah auszubessern bzw. einzuarbeiten.

1.1 Ubersicht

Was ist eigentlich Logik? Heutzutage gibt es Logik in vielen Bereichen, einer davon ist
die Mathematik, aber der Begriff Logik taucht zum Beispiel auch in der Philosophie oder
Informatik auf. Wir wollen uns hier mit der mathematischen Logik beschaftigen. Diese wird
haufig in vier Bereiche aufgeteilt: Berechenbarkeitstheorie, Beweistheorie, Mengenlehre
und Modelltheorie. Diese Vorlesung soll einen Einblick in diese Bereiche geben, wobei
wir die Berechenbarkeitstheorie aus Zeitgriinden zunéchst ausklammern. Diese wird zum
Beispiel in der Vorlesung “Introduction to theoretical computer science” behandelt.

Wir werden zunéchst einmal kldren was es tiberhaupt heifit, dass eine Aussage wahr ist
oder dass sie beweisbar ist. Wir werden uns dann tiefgehender mit diesen Begriffen be-
schéftigen und sowohl den Godelschen Vollstandigkeitssatz als auch den ersten Godelschen
Unvollstandigkeitssatz beweisen. Dabei werden wir uns mit grundlegenden Beispielen wie
den natiirlichen Zahlen beschéaftigen und merken, dass schon dieses vermeintlich simple
Objekt zu unlésbaren Problemen fithren kann. Das heifit, es gibt Aussagen tiber nattirliche
Zahlen, die weder bewiesen noch widerlegt werden konnen. Viele Beispiele fiir solche
Aussagen finden sich im Gebiet der Mengenlehre. Daher werden wir uns am Ende des
Semesters mit diesem Thema beschéftigen und verschiedene Unendlichkeiten untersuchen.
Fiir diese Vorlesung sind folgende Inhalte geplant.

1. Einfithrung

2. Giiltigkeit und Beweisbarkeit von Formeln in der Aussagenlogik

Giltigkeit und Beweisbarkeit von Formeln in der Logik 1. Stufe (Pradikatenlogik)
Godelscher Vollstéandigkeitssatz

Beispiel: Nichtstandard Modelle der natiirlichen Zahlen

A T

Godelscher Unvollstandigkeitssatz
,Es gibt Aussagen iiber natiirliche Zahlen, die weder bewiesen noch widerlegt werden
konnen.*
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7. Mengenlehre: Diskussion des Auswahlaxiom und Varianten der Unendlichkeit

1.2 Literatur

Als Grundlage fiir die Vorlesung und fiir dieses Skript werden hauptséchlich die Biicher 4]
und [2] verwendet. Hierbei werden wir die Kapitel 3 und 4 dhnlich aufbauen wie |4] und
uns bei den Kapiteln 5 - 7 an [2] orientieren. Fiir Kapitel 2 kann [1] als weitere Literatur
niitzlich sein.

1.3 Danksagung

Ich mochte an dieser Stelle Helge Holzmann danken, die im Sommersemester 2017 eine erste
Version dieses Skriptes geschrieben hat. Zudem danke ich auch allen anderen Studenten
die diese Vorlesung besuchen oder besucht haben und durch ihre Fragen und Anregungen
die Veranstaltung lebendig gemacht haben. Aulerdem danke ich Vera Fischer und Marlene
Koelbing, welche im Sommersemester 2017 bzw. im Wintersemester 2018 die Ubungen
zur Vorlesung Grundziige der mathematischen Logik gehalten haben, fiir die unzahligen
heiteren Gespriche iiber diese Vorlesung und die dazugehérigen Ubungsaufgaben.



Kapitel 2

Aussagenlogik

In der Aussagenlogik betrachten wir Formeln denen Wahrheitswerte zugewiesen werden.
Dies kénnen atomare Formeln (Variablen) sein oder zum Beispiel durch Junktoren wie
und, oder oder Negation verkniipfte Formeln. Wir betrachten zunéchst ein Beispiel.

Beispiel. 9 ist durch 3 teilbar und 9 ist eine Quadratzahl
——

A
& L

w

w

w

Bevor wir definieren kénnen was eine Formel ist, miissen wir das Alphabet festlegen mit
dem wir arbeiten.

Definition. Ein Alphabet A ist eine Menge von Zeichen. Die Menge A* = |, ey A" ist
die Menge der Worter (tiber A), wobei Elemente von A™ Lange n haben. Es gibt genau
ein Wort der Léange 0, das leere Wort e. Fir w = (aq, ..., a,_1) € A" schreiben wir auch
WwW=4ap...Qqp—1.

Definition. Ein Wort w ist ein (echtes) Anfangsstick von einem Wort v genau dann wenn
ein (nicht leeres) Wort w’ existiert, sodass v = ww’'.

Definition. Betrachte folgendes Alphabet A: (, ), =, A, Xo, X1, Xa,... wobei
Var = {Xo, X1, Xs, ...} aussagenlogische Variablen sind.
Die Menge der (aussagenlogischen) Formeln ist die kleinste Menge, sodass

(1) jede Variable ist eine Formel.
(2) wenn ¢ eine Formel ist, so auch —.
(3) wenn ¢ und ¢ Formeln sind, so auch (¢ A ).

Formal praziser ausgedriickt:
Das ist die kleinste Menge F' von Worten tiber A, sodass

(a) Var C F.
(b) wenn ¢ € F', dann —p € F.
(¢) wenn ¢, € F, dann (p A1) € F.

Bemerkung. Das ist wohldefiniert:
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(1) Es gibt eine solche Menge F', z.B. F' = A*, die Menge aller Wérter tiber A.

(2) Es gibt eine kleinste solche Menge F: Die Menge NF = Nper F, wobei F alle
Mengen F' enthélt die (a)-(c) erfiillen.

Unsere Definition von Formel ist so gewéhlt, dass es eine eindeutige “Herkunft” gibt. Das
heifit jede Formel ist entweder eine Variable, oder sie ist die Negation einer eindeutig
bestimmten anderen Formel oder sie ist mit und aus zwei eindeutig bestimmten anderen
Formeln hervor gegangen. Wir nennen dies “Eindeutige Lesbarkeit”.

Lemma 2.1 (Eindeutige Lesbarkeit).
Fiir jede Formel ¢ tritt genau einer der folgenden Fille ein:

(1) ¢ = X, fir X € Var,
(2) ¢ = =, fir eine Formel v,
(3) ¢ = (¥ AX), fir Formeln 1, x.
X, und x sind jeweils eindeutig bestimmd.

Beispiel. Der Ausdruck A A B A C' ist keine Formel in unserem Sinne. Die Klammern fehlen
und daher ist nicht klar wie die Formel gelesen werden soll. In diesem Fall gibt es zwei

Moglichkeiten:
ANBAC
((ANB)ANC) (AN(BAC))

Beweis von Lemma[2.1. Sei F' die Menge der Formeln und ¢ € F eine Formel. Es kann
hochstens einer der Félle (1)-(3) eintreten, da die Zeichen verschieden sind. Es muss auch
immer mindestens einer der Fille eintreten, denn wenn nicht, dann hat F'\ {¢} auch
Eigenschaften (1)-(3)f] Dann wire F' nicht minimal. 4

Fir die Félle (1) und (2) ist die Eindeutigkeit klar.

Fiir den Fall (3) folgt sie aus der folgenden Behauptung:

Behauptung. FEs gibt keine Formel, die echtes Anfangsstiick einer anderen Formel ist.

Beweis der Behauptung. Angenommen nicht. Sei ¢ ein minimales Gegenbeispiel, das heifit
eine Formel mit minimaler Linge, sodass es eine Formel ¢’ gibt, die ein echtes Anfangsstiick
von ¢ ist.

1. Fall: ¢ € Var nicht moglich.
2. Fall: p = = fiir ein ¢ € F.

Dann beginnt ¢’ mit ,—“, d.h. ¢/ = =)’ fir ¢’ € F. ¢/ ist ein echtes Anfangsstiick
von . Doch v ist kiirzer als ¢, dies widerspricht der Minimalitat von (.

'Es ist nicht notig auch die aus ¢ mittels (2) und (3) abgeleiteten Formeln aus F hinaus zu nehmen.
F\ {¢} wird sicherlich nicht minimal sein, aber es erfillt (1)-(3).



3. Fall: p = (¢ A x) fiir ¢, x € F.
Dann beginnt ¢' mit (¢, d.h. ¢’ = (¢ A x’) fur Formeln ¢, x'.
Angenommen 1) # 1.
Dann ist entweder ¢ echtes Anfangsstiick von ¢’ oder umgekehrt. In beiden Fallen
bekommen wir einen Widerspruch zur Minimalitiat von ¢.
Also gilt: ©» = ¢’. Dann muss Y’ echtes Anfangsstiick von x sein. Dies widerspricht
erneut der Minimalitat von ¢.

Dies zeigt die Behauptung. O
Damit ist das Lemma gezeigt. O

Bislang haben wir Formeln rein syntaktisch betrachtet, das heifit als Zeichenfolgen ohne
Bedeutung. Nun betrachten wir die Semantik, das heiit die Bedeutung, von (aussagenlogi-
schen) Formeln. Dazu belegen wir Formeln mit Wahrheitswerten.

Definition. Eine Funktion §: Var — {0, 1} heifit (aussagenlogische) Belegung.

Definition. Wir definieren F als die eindeutige Relation zwischen Belegung und Formeln,
sodass fiir alle Belegungen  und alle Formeln ¢, x und alle Variablen X gilt:

(1) BF X gdw. B(X) =1,
(2) BFE = gdw. nicht 8 F ¢ gilt (schreibe 5 ¥ ),
(3) BE (¥ Ax) gdw. BEY und S F x.
Wenn |3 F ¢“ sagen wir ,, 3 erfiillt ¢“ oder ,¢ ist wahr unter 3 *.

Ubung: Zeigen Sie, dass es genau eine solche Relation mit (1)-(3) gibt.
Notation. Wir schreiben (¢ V ) fiir =(—=p A =) und (p — ) fir (- V)
Dann gilt fiir alle Belegungen g:

BE(pV) gdw. S E ¢ oder fE 1,

BE (¢ — 1) gdw. wenn B F ¢, dann ( F 9.

Definition. Sei V' C Var und g eine Belegung. Dann heifit 8 [ V := {(X, 8(X))|X € V'}
die Einschrinkung von /3 auf V' (auch partielle Belegung).

Das heifit 5 | V ist eine Funktion g [ V: V — {0,1} mit 8 | V(X) = p(X) fir alle
XeV.

Das néchste Lemma zeigt, dass die Tatsache ob eine aussagenlogische Formel ¢ unter einer
Belegung 3 gilt nur vom Wert von 8 auf den Variablen abhangt, die auch tatsachlich in ¢
vorkommen.

Lemma 2.2 (Koinzidenzlemma).
Sei ¢ eine Formel und V' eine Menge von Variablen, die alle in ¢ vorkommenden Variablen
enthdlt. Fir alle Belequngen B,y mit |V =~ [V gilt BE ¢ gdw. v FE .

Beweis. Per Induktion tiber den Formelaufbau, das heifit wir zeigen
(1) die Behauptung gilt fir jede Variable,

(2) wenn die Behauptung fur ¢ gilt, dann gilt sie auch fiir =, und
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(3) wenn die Behauptung fur ¢ und x gilt, dann gilt sie auch fiir (¢ A x).
Nun fiir unseren konkreten Fall:
(1) ¢ =X € V. (trivial)

(2) ¢ = 7). Angenommen das Lemma gilt fir . Sei V' C Var, sodass V alle Variablen
aus — enthélt. Seien 3,y Belegungen mit S [ V =~ [ V. Dann gilt:

BE—p ¥ nicht BE ¥
& nicht v E ¢

]g’ ’y':—!w

(3) ¢ = (¥ A x). Analog zu (2).
O

Zum Schluss dieses Kapitels betrachten wir den Kompaktheitssatz der Aussagenlogik. Das
analoge Resultat fiir die Pradikatenlogik wird ein zentraler Satz im weiteren Verlauf der
Vorlesung sein. Diese einfachere Variante fiir die Aussagenlogik ist daher eine gute Ubung
zum Aufwérmen.

Definition. e Eine Formel ¢ heifit allgemeingiiltig oder tautologisch, wenn fiir alle
Belegungen f gilt, dass 8 F ¢.

o Eine Formel ¢ heifit erfillbar, wenn es eine Belegung [ gibt, sodass § F .

e Eine Menge von Formeln ® heifit erfillbar, wenn es eine Belegung [ gibt mit g F ¢
fir alle p € ®.

Beispiel. Seien X,Y, Z € Var Variablen und betrachte die Formeln
wo:=(Y = (XVZ2))
p1 =X

und
wo = (Y — 7).

Dann gilt
e o, p1 und s sind jeweils erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig.
« Die Formel ((¢o A 1) = ¢2) ist allgemeingiiltig.

Der Kompaktheitssatz verbindet nun die Erfiillbarkeit von einer moglicherweise unendlichen
Menge von Formeln mit der Erfillbarkeit von all ihren endlichen Teilmengen.

Satz 2.3 (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik).
Sei ® eine Menge von Formeln, sodass jede endliche Teilmenge von ® erfillbar ist. Dann
ist @ erfillbar.

Beweis. Zu finden im Skript von Moritz Miiller [1]. Der Beweis benutzt Kompaktheit im
Sinne von Topologie. O
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Pradikatenlogik - Logik 1. Stufe

Wir wollen nun kompliziertere Formeln (z.B. mit Quantoren) untersuchen. Dazu betrachten
wir zunachst Strukturen.

Beispiele fiir Strukturen:
e Ring: (R,0,1,4+,—,-)
o Gruppe: (G,e,o0,71)
« reelle Zahlen: (R,0,1,+,—,-,+) oder (R,0,1,4, —, -, <)
o nattrliche Zahlen: (N,0,s,+,-, <), wobei s : n — n + 1 die Nachfolgerfunktion ist.

Wir wollen Strukturen untersuchen, doch dafiir miissen wir sagen kénnen, wann zwei
Strukturen “gleich aufgebaut” sind.

Definition. Eine Sprache ist ein Tripel £ = (C*, F*, R*) von einer Menge von Konstan-
tenzeichen C*, Funktionszeichen F* und Relationszeichen R*, wobei Funktionszeichen
und Relationszeichen eine positive Stelligkeit zugeordnet haben.

Beispiel. Beispiele bereits bekannter Sprachen:
° Ring'spraChe: ER = ({Qv l} ) {iv ) i} ) @)
 Sprache der natiirlichen Zahlen: Ly = ({0}, {S,+,:},{<}).

« Sprache der Mengenlehre: £y, = (0,0, {€}).
Bemerkung: Die leere Menge () ist als Konstante nicht notig, da zum Beispiel

0={x|xz+#x}.

Definition. Eine £-Struktur fiir eine Sprache £ = (C, F,R) ist ein Quadrupel
A= (A,C* F* RY), wobei

(1) A eine nicht-leere Menge ist (das Universum von ),
2) C* aus Konstanten ¢® € A fiir jedes ¢ € C besteht,
( j

(3) F* aus n-stelligen Funktionen f%: A" — A fiir jedes n-stellige Funktionszeichen
f € F besteht und
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(4) R* aus m-stelligen Relationen R* C A™ fiir jedes m-stellige Relationszeichen R € R
besteht.

Bemerkung. Wir hétten n-stellige Funktionen auch als (n 4 1)-stellige Relationen Ry defi-
nieren konnen durch f(ay,...,a,) = ag < Ry(ag, ..., a,). Ahnlich hitten wir Konstanten
als O-stellige Funktionen definieren konnen.

Im Folgenden sei £ = (C, F,R) eine Sprache.

Definition. Zwei £-Strukturen 2l = (A4,C* F* R*) und B = (B,C®, F®,R®) heiflen
tsomorph (schreibe 20 = B), wenn es eine Bijektion F' : A — B gibt, welche mit den
Interpretationen der Zeichen aus £ kommutiert, d.h.

o F(c*) = (P fiir alle ¢ € C.
o F(f*ai,...,a,) = fB2(F(a),...,F(a,)) fir alle f € F n-stellig.
e R¥ay,...,an) & R®(F(ay),...,F(ay)) fir R € R m-stellig.

Im Folgenden schreiben wir fiir Variablen vg, vy, .. ..

Definition. Ein L£-Term ist eine Zeichenkette, sodass die Menge der £-Terme die kleinste
Menge T ist mit

(1) vo,v1,--- €T (,jede Variable ist ein £-Term*).
(2) c e T fiir jedes c € C-.

(3) Wenn f € F* ein n-stelliges Funktionszeichen ist und ty,...,t, € 7T, dann ist
fti...t, eT.

Notation. Wir schreiben héufig auch f(t1,...,t,) fur ft,...t, oder wenn f 2-stellig ist
t1fto fir ftity (zum Beispiel falls f = +, schreiben wir 1 + t5).

Lemma 3.1 (Eindeutige Lesbarkeit fiir Terme).
Fir jeden L-Term t tritt genau einer der folgenden Fdlle ein:

1. t ist eine Variable,
2. t ist ein Konstantenzeichen aus C~,

3.t = fty,..., t,, wobei f € F* n-stelliges Funktionzeichen aus L ist und t,...,t,
L-Terme sind.

Im letzten Fall sind f und tq, ..., t, eindeutig bestimmdt.
Beweis. Siehe Ubung. O

Definition. Die Menge aller £-Formeln ist die kleinste Menge F', welche folgende Zei-
chenketten enthalt:

(1) t;=ty € F, wenn ty,ty L-Terme sind,

(2) Rty...t, € F, wenn R € R ein n-stelliges Relationszeichen ist und ti,...,t,
L-Terme sind.



11

(3) mp € F, wenn ¢ € F,
(4) <¢1 /\1/12) € F, wenn ¢,y € F|
(5) Jupyy € F, wenn ¢ € F und vy eine Variable ist.

Notation. Wir schreiben

(V1 Vahg)  fiir  —(=h1 A —thg)
(V1 = thy)  fiir  (—3hy Vo)
(Y1 &> 4hp)  fir  ((h1 — 2) A (Y2 = 1))
VZB@ZJ fiir —E|J,‘—\7,D

(¢0/\"'/\¢n) fur ("'((¢0/\¢1)/\¢2)/\"'/\¢n)
(Yo V- Vab,) fur (...((YoV 1) Vb)) V- Vaby,)
“Bindungsstarke” absteigend: =, 4,V, A, V, —, <>
Beispiel. =¢ N1p — x steht fir (= A ) — x)

Lemma 3.2 (Eindeutige Lesbarkeit fiir Formeln).
Fir jede L-Formel ¢ tritt genau einer der Fille (1)-(5) aus der Definition von L-Formel ein.
Zudem sind in jedem der Fdlle ty, ..., t,, R, 0, 11,1%s und vy jeweils eindeutig bestimmit.

Beweis. Analog zur eindeutigen Lesbarkeit fiir Terme, siche Ubung. [

Definition. Sei 2 = (A,C*, F¥ R*) eine L-Struktur. Eine Belegung fiir 2l ist eine Funk-
tion 3 : {vg,v1,...} — A, wobei v; Variablen sind.

Wegen der eindeutigen Lesbarkeit fiir Terme konnen wir Belegungen sinnvoll auf Terme
erweitern.

Definition. Sei ¢t ein £-Term, 2 eine £-Struktur und g eine Belegung fiir 2:
Dann definieren wir t*[3] rekursiv durch

(1) v;*[B] = B(vy) fiir Variablen v;,
(2) ™[] = ™ € C* fiir Konstantenzeichen ¢ € C-,
(3) fti...t,2[B] = AP, ..., t.2A)) fir f € FF und L-Terme ty, ..., t,.

Beispiel.
L=({01} {+}.{<}), A= N {0,1} {+,} . {<})
t = (vo+1):ws, B(vo,v1,v2,v3) = (1,3,7,5)
Bl =(14+1)-5=10€ N
Man sieht leicht:

Lemma 3.3. Wenn 8 und v Belequngen fir A sind, die auf den Variablen, die in einem
L-Term t vorkommen, iibereinstimmen, dann ist t*[5] = t*[7].

Definition. Sei 2 eine £-Struktur, 3 eine Belegung fiir 2l und ¢ eine £-Formel.
Dann definieren wir 20 £ @[] (,¢ trifft in A auf B 2u“ oder 2 glaubt ¢ fir ) rekursiv:

(1) AE t1=to[ 8] gdw. t,*[B] = t,*[f],
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(2) AE Rty ... t.[B)] gdw. Rt [B],. .., t.2[8])
(3) A E (8] gdw. nicht A F (5]

(4) AFE (b1 Ao)[B] gdw. A E ¢ [5] und A E y[f]

(5) A FE Juyy[B] gdw. es gibt ag € A sodass A F ¥[5'], wobei
f’" eine Belegung fiir 2 ist mit ' (v;) = 5(v;) fur i # 0 und §'(vy) = ao.

Beispiel. 21 wie oben:
o ¢ = (votl):v3 <vp mit B(vg, vy, v2,v3) = (1,3,7,5)
—_———
Term ¢

A E o[5] gdw. 10 < 7, also A ¥ ¢[5].

o Andere Belegung: v(vg, v1,v2,v3) = (1,3,12,5)
A E ¢ly] gdw. 10 < 12, also A E ¢[y].

Definition. Eine Variable v ist eine freie Variable in einer Formel ¢, wenn sie in ¢
vorkommt und nicht durch ,einen Quantor gebunden® ist, d.h.

(1) v ist frei in t1=t5 gdw. v in ¢; oder ¢t vorkommt,

(2) v ist frei in Rty ...t, gdw. v in mindestens einem der ty, ..., %, vorkommt,

(3) v ist frei in =) gdw. v frei in 9 ist,

(4) v ist frei in (11 A t)g) gdw. v frei in ¢y oder frei in 1)y ist,

(5) v ist frei in ,Jzep* gdw. v frei in ¢ ist und v # x. In diesem Fall heiit = gebunden.
Beispiel. Yvo((Fv1 R(vo,v1)) A P(vy, v2))

v kommt nicht frei vor.

v9 kommt frei vor.

v kommt frei vor, aber gebunden in ,,Jv; R(vg, v1)*“

Satz 3.4 (Koinzidenzlemma).
Sei A eine L-Struktur, ¢ eine L-Formel und 3 und v Belegungen fir 0. Wenn [ und ~
auf allen Variablen die frei in ¢ vorkommen tbereinstimmen, dann gilt

AE o[B] gdw. AF ¢[].
Beweis. Induktion tiber den Aufbau der Formel ¢.

1. & 2. Fall: ¢ vom Typ (1) oder (2)
= Satz folgt aus Lemma |3.3]

3. & 4. Fall: ¢ vom Typ (3) oder (4)
Beweis wie in der Aussagenlogik.
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5. Fall:
¢ = Jxp. Dann gilt A F Jxp gdw. es a € A gibt, sodass 2 E ¢['] wobei

Bly) ,fallsx #y
Sy {a< ) %
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dies gdw. A F ¥[+/],

Yy) fallsz #y
Jallsz =y

Daraus folgt 2 F Jz1)[y].

Jfalls x =y

wobei 7/ (y) =

]

Notation. Wir schreiben ¢(vy,...,v,) falls vy,..., v, paarweise verschiedene Variablen
sind und in ¢ nur Variablen aus {vy,...,v,} frei vorkommen.

Wegen des Koinzidenzlemmas konnen wir 2 E ¢ [aq, ..., a,] fir A E ¢ [5] schreiben fiir
eine Belegung 8 mit 5(v;) = a;, 1 <i < mn.

Definition. Eine £-Aussage ¢ ist eine L-Formel ohne freie Variablen. Wir schreiben
2A F ¢ wenn 2 F ¢ [f] fiir eine (alle) Belegungen fiir 2 gilt.

Definition. Wir sagen zwei £-Strukturen 2 und 8 sind elementar dquivalent, schreibe
2 =B, genau dann wenn fiir alle £-Aussagen ¢,

AE ¢ o B E o

Notation. Wir benutzen folgende Notation fiir Substitutionen:
Fiir eine Variable v, Terme s,¢ und Formeln ¢:

» entsteht ¢J aus ¢ durch Ersetzen aller Vorkommen von v durch s,

« entsteht ¢; aus ¢ durch Ersetzen aller freien Vorkommen von v durch s.

B(x) , falls x # v

o Schreiben fir a € A, 8%(z) = :
a , falls x = v

o Wir sagen v ist frei fir s in ¢, wenn kein freies Vorkommen von v in ¢ im ,Wir-
kungsbereich® eines Quantors liegt, der eine Variable von s bindet.

Beispiel. ¢ = Fug(Yv1 R(vg,v1) V JuaP(vg,v3)), S=v1 +vy t=v;+1
Vg, U1, V2 kommen nicht frei vor in ¢.

vg kommt frei in ¢ vor, aber im Wirkungsbereich Jvg, Jvs, d.h. vs ist nicht frei fiir s in ¢,
aber vg ist frei fiir ¢ in ¢.

Satz 3.5 (Substitutionslemma).
Sei A eine L-Struktur, v eine Variable, s ein L-Term und 3 eine Belequng fiir 2. Dann
qgilt

(1) fiir jeden L£-Term t, (t2)2[8] = t2[3"17)]
(2) fiir jede L-Formel ¢, %= ¢3[8] gdw. A& 0[5, falls v frei fiir s in ¢ ist.

Beweis.
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(1) Induktion nach Aufbau von t.

1.

Wenn t = v, dann (5)*[] = s¥[f] = Um[gim[ﬁl] - tﬂ[ﬁig‘[ﬁ}]_
Wenn t = v # v fiir eine Variable v ist, dann

(t2)2[8] = B(v) = v¥(B] = o8 V)] = ¥[8 V.

. Wenn ¢ = ¢ Konstante, dann (¢2)2[3] = * = ¥[5s" ).
- Wenn t = fty... 4y, dann (£3)*[8] = f(((0)3) 8], ((t)3)*[8))

DA, (BN = ).

(2) Nehmen wir zunéchst an, dass v nicht frei in ¢ vorkommt. Dann gilt ¢7 = ¢ und die
Behauptung folgt aus dem Koinzidenzlemma (3.4]).
Wir konnen also annehmen, dass v frei in ¢ vorkommt.
Induktion tiber den Aufbau von ¢.

1. & 2.
3.

Wenn ¢ = t;=t, oder ¢ = Rt;...t,, dann folgt die Behauptung leicht aus (1).

Wenn ¢ = =) fiir eine L£-Formel ¢. Dann gilt:
AR G3[6] & A (6] & AK Y[5"V] & Ak 9[5" ]

. Wenn ¢ = (11 A 1), dann gilt:
Ak @28 B Ak (v1)3]8) und A E (1)3[4]
E 2k ¢ [8717) und A E y[5" )
WAk g,

. Wenn ¢ = dzt) flir eine L-Formel ¢ und eine Variable x. Dann muss v # x

gelten, da v nach Annahme frei in ¢ vorkommt.
Auflerdem kommt x nicht in s vor, da v frei fir s in ¢ ist. Es gilt:

AE B B AEY[BY fiir ein a € A.
Ak ¢899 fiir ein a € A
SetzBd g w[(ﬁj)im[ﬁ]] fiir ein a € A, da x nicht in s vorkommt.
< 2AFE @Z)[(ﬁjm[m);] fir ein a € A, da v # x.
PEY Ak ey
& AE GBI



Kapitel 4

Der (Godelsche Vollstandigkeitssatz

Wir wollen beweisen, dass eine Formel allgemeingiiltig ist gdw. sie beweisbar ist. Dazu
miissen wir zunéchst diese beiden Begriffe verstehen und formalisieren.

Definition. Eine £-Formel ¢ heifit allgemeingiiltig, wenn sie fir alle £-Strukturen 2 fir
alle Belegungen [ fiir 24 gilt. Schreibweise: F ¢

Beispiel. x=y \V —(z=y) ist allgemeingiiltig.

Satz 4.1 (2. Koinzidenzlemma).

Sei L eine Sprache und K eine Erweitung von L, d.h. C* C C*, FF C F* Rf C RF.
Sei ¢ eine L-Formel. Dann ist ¢ als L-Formel allgemeingiiltig gdw. ¢ als K-Formel
allgemeingiiltig ist.

Beweis. Eine L-Formel ¢ (z1,...,z,) mit freien Variablen x1, ...z, ist allgemeingiiltig
gdw. wenn die Aussage Vy ...V, ¢(xy,...,z,) allgemeingiiltig ist.
Daher kénnen wir annehmen, dass ¢ eine Aussage ist.

,=" Beweis durch Widerspruch:
Angenommen ¢ ist als £-Aussage allgemeingiiltig und es gibt eine K-Struktur 2,
sodass 2~ ¢.
Betrachte 2 | £ := (A,{cm:ceccd},{fm:fE]-_E},{RQ‘ : RGRE})
Dann ist A | £ eine L-Struktur und A [ L ¥ ¢. 4

»,<" Beweis durch Widerspruch:
Angenommen ¢ ist als -Aussage allgemeingiiltig und es gib eine L-Struktur
B, sodass B ¥ ¢. Sei B’ O B eine Erweiterung von B sodass B’ | L = B und B’
eine KC-Struktur ist (Insbesondere haben % und 9B’ dasselbe Universum). Dann gilt
auch B’ F ¢. 4

Fixiere eine Sprache L.

Definition. Eine Tautologie ist eine £-Formel, welche aus einer allgemeingiiltigen aussa-
genlogischen Formel durch Ersetzen der (aussagenlogischen) Variablen durch £-Formeln
entsteht.

Beispiel. ¢V —¢ und (¢ A (¢ — ¢)) — ¢ sind Tautologien.

15
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Lemma 4.2. Tautologien sind allgemeingiiltig.

Beweis. Sei ¢ eine allgemeingiiltige aussagenlogische Formel mit Variablen Xi,..., X,
und seien 1, ..., 1, L-Formeln.

Sei (11, ...,1,) die entsprechende Tautologie. Sei 2 eine beliebige L£-Struktur und [y
eine Belegung fiir (. Sei 54,5 eine aussagenlogische Belegung, sodass

Baus E Xi & Bans(i) = 1 & A E i[Bu] fiir alle 1 < i < n.
Wir zeigen per Induktion tiber den Aufbau von ¢ (Aussagenlogik!), dass

Q[ = QO(lea v a¢n)[6ﬂ] gdW BAus F 2

1. Fall: ¢ = X fiir eine Variable Xj.
Dann gilt A E @41, ..., ) [Ba] < A F UilBa] & Baus F Xi & Baus F .

2. Fall: ¢ = = fiir eine aussagenlogische Formel ¢. Dann gilt:
AE (1, ) [Ba] & AE G, 0n)[Ba] & Baus ¥ ¢ & Baus F 0.

3. Fall: ¢ = (¢1 A ) fiir aussagenlogische Formeln g, 5. Dann gilt:
AE o1, ) [Ba] & AFE o1(1, ... 0n)[Ba] und @2(1, ..., ¥n)[Bal
g BAus = Y1 und ﬁAus = P2
< BAus = (901 A 902)
= BAus = ©.
Dies beweist das Lemma. O

Lemma 4.3 (Axiome der Gleichheit).
Die folgenden L-Aussagen sind allgemeingiiltig:

1. Reflexivitit: Vo x=x
Symmetrie: VaVy x=y — y=x

Transitivitat: VeVyVz x=y N y=2 — r==2

Kongruenz 1:
Vry... Vo, Yy .. .Yy, s1=y1 A - - ANxp=y, — fo1...2,=fy1...Un

5. Kongruenz 2:
Vay ... Ve, Yy .. . Vy, x1=y1 A+ ANxp=y, = (Rx1...2, <> Ry1 ... Yn)

Beweis. Leichtes Nachrechnen. OJ

Lemma 4.4 (3-Quantorenaxiome).
Sei ¢ eine Formel, t ein L-Term und v eine Variable, die frev firt in ¢ ist. Dann ist

@' — Jvg
allgemeingiiltig.

Beweis. Sei 2 eine beliebige £-Struktur und [ eine beliebige Belegung fiir 2.
Dann gilt A £ ¢4[5] 22 91 £ ¢[30) PP o £ 3p¢[8]. (Achtung < gilt nicht!) O
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Beispiel. Die Voraussetzung, dass v frei fiir ¢ in ¢ ist, ist notwendig.

Betrachte ¢ = Vy y=x, t = y, Variable v = .

Dann ist Yy y=y — JxVy y=z nicht allgemeingiiltig (falsch, wenn das Universum mindes-
tens 2 Elemente hat).

Lemma 4.5 (Modus Ponens).
Seien ¢, L-Formeln. Wenn ¢ und (¢ — ) allgemeingiiltig sind, dann auch .

Beweis. Leicht, da per Definition fiir alle £-Strukturen 2l und Belegungen g fiir 2,
AE oSl und A E (¢ — ¥)[B] & A E ¢[5] und (A ¥ ¢[5] oder A F [3]). Daher folgt
= A EY[F]. ]

Lemma 4.6 (3-Einfithrung).
Seien ¢, Formeln und x eine Variable. Wenn x nicht frei in 1) vorkommt, dann ist mit

¢ — P auch
Jxp —

allgemeingiiltig.
Beweis. Sei 2 eine beliebige L£-Struktur, S beliebige Belegung fiir 2.
Angenommen es gilt A F Jz¢[5], d.h. es existiert a € A sodass 2 F ¢[5%]. Aus der

Allgemeingiiltigkeit von ¢ — 1 folgt, dass 2 F ¢[32]. Da x nicht frei in ¢ vorkommt, folgt
aus dem Koinzidenzlemma (Satz[3.4)), dass 2 F ¢[3]. Damit gilt 2 F 3z¢ — ¢|[f]. O

Definition (Der Hilbertkalkiil). Sei £ eine Sprache. Eine £-Formel ¢ heifit beweisbar
(schreibe F, ¢), wenn

(1
2
(
(

) ¢ eine Tautologie ist,
)

3) ¢ ein F-Quantorenaxiom ist, d.h. ¢ hat die Form ! — Jvi),
)

¢ ein Axiom der Gleichheit ist,

4) ¢ sich mit Hilfe von Modus Ponens aus zwei beweisbaren £-Formeln ¢ und (¢ — ¢)
ergibt,

(5) ¢ sich mit Hilfe der 3-Einfiihrung aus einer beweisbaren £-Formel ¢ — ' ergibt,
dh. ¢ = Jwp — .

Satz 4.7 (Godelscher Vollstandigkeitssatz).
Sei L eine Sprache. Fine L-Formel ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn sie beweisbar
ist. Das heifst

Fo < Fro.

Bemerkung. Daraus folgt auch, dass k. ¢ nicht von der konkreten Sprache £ abhéangt (da
dies mit dem 2. Koinzidenzlemma (Satz fir E ¢ gilt). Daher schreiben wir spéter fiir
Fr ¢ auch F ¢.

Bewess.

»,<="“: Wir haben wegen Lemmata - schon gezeigt, dass (induktiv) jede beweisbare
Formel allgemeingiiltig ist.
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»,="“: Wir zeigen zunéchst, dass wir uns im Beweis auf Aussagen anstelle von Formeln
einschrianken kénnen. Dazu benutzen wir folgende Tatsachen, welche in den Ubungen
bewiesen werden.

Fakt. (1) Wenn ¢y, ..., ¢, beweisbare L-Formeln sind und (¢p1 A -+ A ¢p) —
beweisbar ist, dann ist auch ¢ beweisbar.

(2) (V-Quantorenaziome) Wenn ¢ eine L-Formel ist, t ein L-Term und v eine
Variable, die frei firt in ¢ ist, dann ist Yo¢ — ¢f beweisbar.

(3) (V-Einfihrung) Wenn ¢ und ¢ L-Formeln sind und v eine Variable ist, die
nicht frei in ¢ vorkommt, dann ist mit ¢ — ¢ auch ¢ — Vv beweisbar.

Lemma 4.8. Sei ¢(vy,...,v,) eine L-Formel, C eine Menge von neuen Konstanten
und cq, ..., c, € C' paarweise verschieden. Dann gilt

Feuc ¢(c1, ... cn) gdw. Fp éd(ve, ... 0,)

wobei LU C = (CX U C, F*, R*) die Sprache ist, welche £ um die Konstanten in C
erweitert und wir ¢(c1, ..., ¢,) fir ¢(vy, ..., v,)50 5 schreiben.

V1...Un

Beweis von Lemma [4.8

Definition. Eine endliche Folge von L£-Formeln, welche mit Hilfe der Axiome und
Regeln des Hilbertkalkiils konstruiert werden kann und mit einer Formel ¢ endet,
nennen wir einen L£-Beweis von .

= Sei B(cy,...,c,) ein L U C-Beweis von ¢(cy,...,c,), wobei ¢y, ..., ¢, alle
neuen Konstanten aus C' die im £U C-Beweis B(cy, ..., ¢,) vorkommen enthalt.
Seien ¥y, . ..,y, Variablen, die im Beweis B(cy,...,¢,) nicht vorkommen und

betrachte den L-Beweis B(y1, ..., y,) von ¢(y1, - . ., y,) in dem jedes Vorkommen
von ¢; durch y; ersetzt wurde fiir 1 < < n.

n-fache V-Einfithrung (siehe Fakt) liefert, dass
Yyi .. Ny d(yr, - - -, yn) L-beweisbar

ist. (Wéahle Tautologie x in der yi,...,y, nicht frei vorkommen. Dann ist
X = ¢(y1, - - -, yn) beweisbar nach Fakt (1) und Wahl einer geeigneten Tautologie.

v-Eipf. X = VYy1 ... Yynd(yr, ..., yn) ist beweisbar s Yyi .. NYynd(y1, - .. Yn) ist
beweisbar.)

Wegen des n-fachen V-Quantorenaxioms (siche Fakt) gilt

Fe Yy Yynd(yr, -y Yn) = (01, ..., )

und daher wegen Modus Ponens auch ¢(vq, ..., v,).

»<=“: Angenommen t, ¢(vy,...,v,). Wegen n-facher V-Einfithrung gilt
o Yor .. Yu,o(ve, ... 0,).

Insbesondere gilt daher auch k.o Yy ... Vu,0(vy, ..., v,). Daraus folgt mit
dem n-fachen V-Quantorenaxiom, dass

VUl e .angzﬁ(vl, s 7Un) - ¢(v17 B ’Un)q...cn

L U C-beweisbar ist. Also folgt mit MP, dass Fzuc ¢(c, ..., cn).
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Definition. Eine £-Theorie ist eine Menge von L-Aussagen.

Definition. Eine £-Theorie T" heift widerspruchfrei oder konsistent gdw. es keine
Aussagen ¢1,...¢, € T gibt, welche sich ,,widersprechen*, d.h. fir die

Fe = (g1 A A )
gilt.

Definition. Ein Modell von T ist eine L-Struktur 2 in der alle Aussagen aus T
gelten, d.h. A F ¢ fir alle ¢ € T. Wir schreiben auch 2l = T'.

Nun gilt fiir alle Aussagen ¢,
¢ ist nicht beweisbar < {—¢} ist widerspruchsfrei. (%)

Denn: ¢ beweisbar < -, —(=¢) = {—¢} ist nicht widerspruchsfrei.
{—¢} nicht widerspruchsfrei =, = (= A -+ A =¢) =t ¢.

Daher folgt der Vollstiandigkeitssatz aus dem folgenden Satz.

Satz 4.9. Fine Theorie hat ein Modell gdw. sie widerspruchsfrei ist.

Beweis von Satz[{.7] aus Satz[{.9. Es geniigt zu zeigen, dass jede L£-Formel die all-
gemeingiiltig ist auch beweisbar (in der Sprache L) ist. Sei ¢ eine L£-Aussage (wegen
Lemma reicht es wenn wir uns auf Aussagen beschrénken). Angenommen F ¢,
d.h. ¢ gilt in allen £-Strukturen. Dann gibt es keine £-Struktur 21 mit 2 F —¢. Also
hat T'= {—¢} kein Modell. Wegen Satz |4.9|ist {—¢} nicht widerspruchsfrei. Also ist
¢ beweisbar wegen (x). O

Bemerkung. Satz[L.9)ist sogar starker als Satz[4.7], da die Theorie in Satz[4.9 unendlich

sein kann.

Beweis von Satz[4.9.

,= 1 ist leicht, da jede Theorie, die eine Modell hat, schon widerspruchsfrei sein
muss.

»,<=": Sei T" eine widerspruchsfreie £-Theorie. Wir wollen ein Modell fiir T konstru-
leren.
Bemerkung (Plan). Zuerst erweitern wir T zu einer Theorie 7. Dann konstru-
ieren wir eine £ U C-Struktur 2 = (A,...) mit Konstanten C fiir jedes a € A,
sodass T* die Menge aller £ U C-Aussagen ist, die in 2 gelten. Wir nennen 7™
das ,wvollstindige Diagramm* von 2.

Fiir die Erweiterung von T zu T™ bendtigen wir die folgenden Begriffe.

Definition. Eine £ U C-Theorie T heifit Henkintheorie mit Konstantenmenge
C gdw. es zu jeder LU C-Formel ¢(x) mit einer freien Variablen eine Konstante
c € C gibt mit

(Fzo(z) — d(c)) € T
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Definition. Sei IC eine Erweiterung von L. Eine IC-Theorie T™ heifit vollstindig,
wenn sie widerspruchsfrei ist und wenn ¢ € T oder —¢ € T™ fiir jede K-Aussage

o gilt.
Bemerkung (Plan des Beweises).

Schritt 1: T ist in einer widerspruchfreien Henkintheorie Tt enthalten.

Schritt 2: T ist in einer vollstandigen Henkintheorie 7™ enthalten (Erweiterung
von T7).

Schritt 3: T* ist das vollstandige Diagramm eines Modells (aus Konstanten),
welches dadurch im wesentlichen (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt
ist.

Schritt 1: T ist in einer widerspruchsfreien Henkintheorie T enthalten.

Beweis von Schritt 1. Sei ¢(x) eine L-Formel und ¢ eine neue Konstante (d.h.
c ¢ C*). Dann ist T'U {Jzp(x) — ¢(c)} widerspruchsfrei, denn:

Angenommen es gibt eine £-Aussage ¢ € T'mit Fruqep (¥ A (Fzd(z) = ¢(c))).
Dann folgt Fruf ~Jrg(x) — v und Feuge ¢(c) — ¢ (mit geeigneter
Tautologien) und mit Lemma folgt -y =Jxp(z) — =Y und k., @d(z) — .
Aus letzterem folgt mit 3-Einfihrung b, Jz¢(z) — —p. Daher folgt nun -, —).

Wenn T widerspruchsfrei ist, kann es also keine 11, ..., € T geben mit

Frugey (WL A - A (Fzd() — 9(c))).

Mit diesem Verfahren kénnen wir induktiv fir jede £-Formel ¢(z) eine Konstante
¢ einfiihren, sodass die erweiterte Theorie

Ty =T U{(3Bzd(x) = ¢(cs))|o(x)L-Formel}

widerspruchsfrei ist. Dies wiederholen wir (abzahlbar) unendlich oft: Fiihre fir
jede £ U C-Formel neue Konstanten ein. Dann erhalten wir eine £ U C; U Cs-
Theorie T3, usw. SchliefSlich ist

T =T,

neN

eine widerspruchsfreie Henkintheorie mit Konstantenmenge C' = |J C,,, denn:
neN

Sei ¢(x) beliebige £ U C-Formel. Da Formeln eine endliche Lénge haben gibt es

ein n € N sodass ¢(z) eine LU U C;-Formel ist. Dann gilt (3zé(x) — ¢(cy)) €
i=1

T, CTH. O

Schritt 2: Sei K eine Erweiterung von L. Jede widerspruchsfreie K-Theorie T'*
lasst sich zu einer vollstandigen KC-Theorie T™ erweitern.

Beweis von Schritt 2. Sei ¢ eine K-Aussage. Angenommen die Theorien T+ U
{¢} und T U {—¢} sind beide nicht widerspruchsfrei. D.h. es gibt Aussagen

U1y Wiy X1y -y Xm € TT sodass B =(1 A+ - A, A @), dh.

Fic (1 A An) Vg baw. b YL A Ay — 20
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und Fx =(x1 Ao A X A 7)), d.h.

Fe (xa A Axm) Voo bzw. B xi Ao A X — .
——
¢

Daraus folgt mit Hilfe einer geeigneten Tautologie, dass

Fe =W A s A AXT A+ A X))

Dies widerspricht der Widerspruchsfreiheit von 7.

Wir nehmen nun zur Vereinfachung an, dass wir alle K-Aussagen als ¢q, ¢1, . . .
aufzahlen konnen. Dann nehmen wir der Reihe nach entweder ¢; oder —¢; zu
T+ hinzu und erhalten vollstandige Theorie T*. Die richtigen Methoden dies fiir
allgemeine K zu beweisen lernen wir im Kapitel Mengenlehre kennen (Stichwort:
Auswahlaxiom, Lemma von Zorn). Wir vertagen den Beweis im allgemeinen
Fall bis dahin. ]

Definition. Sei IC eine Sprache. Wir sagen ¢ ist aus T ableitbar, schreiben
T i ¢, wenn es K-Aussagen vy, ..., € T gibt sodass Fx Y1 A--- A, — ¢.

Definition. Eine Theorie T" heifit deduktiv abgeschlossen, wenn fiir alle K-
Aussagen ¢ gilt, dass T b ¢ gdw. ¢ € T.

Beispiel. Wenn ¢, ¢ — ¢ € T, dann ist auch ¢ € T'.
Bemerkung. Jede vollstandige Theorie T™ ist deduktiv abgeschlossen.

Schritt 3: Jede vollstandige Henkintheorie 7™ hat ein Modell aus Konstanten,
d.h. ein £ U C-Modell 2A* = (A,C* UC*, F*¥ R¥*) wobei C eine Menge
von Konstantenzeichen ist, sodass A = {cm* lce C } 20* ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Beweis von Schritt 3. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit:
Sei B* = (B,C® UC® , F® R®) mit B = {c%*|c € C’} ein zweites Modell
aus Konstanten fiir 7*. Dann gilt fiir alle £ U C-Aussagen ¢

A E ¢ gdw. ¢ € T" gdw. B* F ¢. (%)
Insbesondere gilt also fir ¢,d € CU C"

A e W emd BB emd e B = qY

Daher ist F': A — B, F( é)i ) = qu eine Bijektion, welche die Interpretation
€A eB

der Konstanten respektiert.
Relationen werden respektiert: Sei R € R

R¥(c™,...,c.") & W ER(,... c)

W B E R(cy,...,c)
s RP( & ..., &)
—~ ~—~—
=F(c1™%) =F(cp?™)



22

KAPITEL 4. DER GODELSCHE VOLLSTANDIGKEITSSATZ

Funktionen werden respektiert: Sei f € F

fm*(clw, . ,cnm*) = & WAE fler, .. en)=co
Wop F fler, ..o en)=co
s A a®,. . 6P) =,

Daher ist F' eine Isomorphie zwischen 20* und 5*.

Wir zeigen die Existenz eines Modells aus Konstanten 20* fur T7%. Wir wollen
Konstanten ¢ fiir ¢ € C finden fiir die gilt ¢* = d* gdw. c=d € T*. Das
geht, wenn ¢ ~ d < c=d € T* eine Aquivalenzrelation ist.

Behauptung. ~ ist eine Aquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrisch und
transitiv.

Beweis. Reflexivitat: 1. Axiom der Gleichheit: Vo x=x. Aus dem
V-Quantorenaxiom folgt, dass -, c c=c. Da T* deduktiv abgeschlossen ist,
gilt c=c € T™.

Symmetrie: Ahnlich nur mit dem 2. Axiom der Gleichheit:
VaVy x=y — y=u.
Transitivitiat: Ahnlich nur mit dem 3. Axiom der Gleichheit:
VaVyVz x=y \ y=2z — r==2.
O

Wihle A = {cm*|c € C’} wobei * =[] := {d € C | ¢=d € T*} die von ¢
reprisentierte ~-Aquivalenzklasse ist.

Es bleibt die Interpretationen von Relationszeichen, Funktionszeichen und den
iibrigen Konstantenzeichen in 2* zu definieren.

Relationen: Fir jedes R € R definieren wir

RY¥(Y,...c*) < R(cy,...,cp) €T

Das ist wohldefiniert, denn angenommen ¢ = d¥ ..., = d® , R(cy,...,c,) €

e n

T*, dann gilt auch R(dy,...d,) € T*. Dies folgt aus dem 5. Axiom der Gleichheit
(Vay .. Vo, Yy .. yp T1=y1 A - ANxp=y, — (Rx1...2, < Ry1...Yn))

und der deduktiven Abgeschlossenheit von T™.

Funktionen (und Konstanten): Sei F' ein n-stelliges Funktionszeichen oder eine
Konstante (d.h. n = 0) aus L. Definiere

) = gdw. fle, ..., en)=c € T,

’r n

wobei ¢y wie folgt definiert ist: Es gilt Fruo f(e1, ..., en)=f(c1, ..., c,) also folgt
mit dem 3-Quantorenaxiom F,yc Iz f(eq, ..., ¢,)=z. Da T* Henkintheorie ist,
existiert ¢y € C sodass

(Fx f(er, ... en)=x — f(c1, ..., c0)=co) € T™.
p(x) d(co)

Dies ist wohldefiniert, d.h. ¢ ist eindeutig bestimmt. Angenommen es gilt
c=dy,...,cn=dp, f(c1,...,cn)=co, f(di,...,d,)=dy € T*. Aus dem 4. Axiom
der Gleichheit und der deduktiven Abgeschlossenheit von T™* folgt co=dy € T,
also ¢ = d¥".
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Behauptung. 2A* ist ein Modell fir T*, d.h. fir jede LU C-Aussage ¢ gilt
peT* A E ¢.

Beweis der Behauptung. Wir betrachten zunéchst die Auswertung von Termen
t ohne Variablen und zeigen, dass

= o t=ce T (o)
Induktion tiber den Aufbau von ¢:
o tist eine Konstante d aus C. Dann t* = d® = ¢ gdw. d=c € T* per
Definition.
e t ist Variable entfallt
o t=fti...t, und I = fir 1 < i < nfiir f ist ein n-stelliges Funk-
tionszeichen oder Konstante aus L£. Nach IV gilt: t;=c¢; € T* fur alle

1 < i < n. Aus dem 4. Axiom der Gleichheit (Lemma folgt, dass
t=ce T* gdw. fci...c,=c € T*. AuBerdem gilt

* * * * * * Def.
=M e N, A= eéfnffcl...cn:cET*.

r n

Nun zeigen wir die Behauptung durch Induktion iiber den Aufbau der £ U C-
Aussage ¢. Es geniigt hier, wenn wir uns in den ersten beiden Fallen auf Terme
beschranken, die keine Variablen enthalten, weil wir die Induktionsvoraussetzung
im letzten Fall (¢ = Jz¢)) nur auf solche Terme (genauer: auf ¢ (c) fir ein
Konstantenzeichen ¢) anwenden wollen.

o ¢ =t1=ty. Sei t? =M fiir i € {1,2}. Dann ist wegen (o) t;=c; € T* fiir
i € {1,2} daher A* F ¢ & & =Y & c1=c; € T* ded- Mg v T 1=ty €
T*.
¢=Rt;...t,. Seit} = firie {1,...,n}. Dann ist wegen (o) t;=¢; €
T* fiw i € {1,...,n} und daher 0 E ¢ "F 8% Rey o e B 4 €
T*.
p=—1p WEpWEYE e T ¢eT.
¢ = (V1 Atha). A E ¢ A E by und A E oy &K gy gy € T BT
(1 N ihg) €T,

¢

¢ = Jxh. Angenommen es gibt ¢ € C' mit ¢ (c) € T*. Dann folgt Jzp € T*
wegen deduktiver Abgeschlossenheit von 7. Wenn andersherum Jzi) €
T* und (Jzp — P(c)) € T* dann folgt ¢(c) € T™.

wahr, weil T* Henkintheorie

Vollstandigkeit von T*

Also
¢ €T gdw. ¢(c) € T fir ein ¢ € C. (%)

Also gilt
WE < A EY[] fireince C
& WA EY(e) fireince
& Y(c) e T fiirein c € C
©W seT

Dies zeigt die Behauptung. O]
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O
Hiermit sind Satz und der Vollstandigkeitssatz (Satz bewiesen.

O

O

Definition. Sei £ eine Sprache, T eine £-Theorie und ¢ eine £-Aussage.

(1) ¢ ist in T beweisbar, schreibe Tt ¢, wenn es 9y, ..., 1, € T gibt sodass ¥y A --- A
Y, — ¢ beweisbar ist.

(2) ¢ folgt logisch aus T, schreibe T E ¢, wenn ¢ in allen Modellen von T' gilt.
Korollar 4.10. T+ ¢ gdw. T F ¢.

Beweis.

TVF¢ < TU{-¢} ist widerspruchsfrei

L TU{~¢} hat ein Modell
& TF .

]

Korollar 4.11 (Kompaktheitssatz).
FEine Theorie T hat genau ein Modell wenn jede endliche Teilmenge von T" ein Modell hat.

Beweis.
=-“: ist trivial
,= "1 ist trivial.

»<="“: Angenommen jede endliche Teilmenge von 7' hat ein Modell, aber T" hat kein
Modell. Wegen Satz ist T' nicht widerspruchsfrei, es gibt also ¢1,...,%, € T
sodass = = (1 A - Aby). {t1, ..., ¢} C T ist endliche Teilmenge von T, die nicht
widerspruchsfrei ist. Also hat {1, ...,%,} nach Satz kein Modell. 4

]

Definition. Eine Menge A heifit (hdchstens) abzdihlbar gdw. es eine Injektion f: A — N
gibt und abzdihlbar unendlich gdw. es eine Bijektion f : A — N gibt. Eine Sprache £
heifit abzahlbar gdw. die C* U F* URF abzéihlbar ist. Eine Struktur 2 fiir eine abzahlbare
Sprache £ heifit abzahlbar gdw. das Universum A abzéhlbar ist.

Korollar 4.12 (Satz von Lowenheim-Skolem, abwérts).
Wenn eine Theorie mit hochstens abzdhlbarer Sprache ein Modell 2L hat, dann hat sie auch
ein abzdhlbares Modell 3.

Bemerkung. Man kann 28 so konstruieren, dass B C A und B C 2.

Beweis. Im Beweis von Satz haben wir bereits ein solches abzahlbares Modell konstru-
iert, da fiir eine abzdhlbare Sprache nur abzahlbar viele Formeln ¢ existieren, also nur
abzéhlbar viele Konstanten ¢, hinzugefiigt wurden. O



Kapitel 5

Nichtstandard-Modelle der
Peano-Arithmetik

Wir miissen uns zuerst auf eine Liste von Axiomen fiir natiirliche Zahlen einigen.

Fixiere Sprache Lo = ({0,1}, {+, -, exp}, {<}).

Definition. Das Axiomsystem () besteht aus folgenden Aussagen:

(

(

(

(

(

(Q6) Vn¥m n - (m+1) = (n-m) +n
(

(

(

(Q10) ¥n —(n < 0)
(

QL1l) YnVm (n <mVn=mVm<n)

Fiir viele Beweise benotigen wir auflerdem das Konzept der Induktion.

Definition. Sei ¢(n,my,---,my) eine Lo-Formel in der die Variablen n,my, - -

vorkommen. Dann ist das zu ¢ gehorige Induktionsaziom (Ind),

Vmy - Vmg((p(0,ma, - mg) AVR(e(n,ma, - my) = o(n+ 1,my, - my)))

— Vn p(n,my, - ,mg)).

Das Induktionsschema ist die (unendliche) Menge aller (Ind),, fir Lo-Formeln ¢.

, M

Definition. @) gemeinsam mit dem Induktionsschema heifit Peano-Arithmetik (kurz: PA).

25
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In PA kann man zum Beispiel die Assoziativitdt und Kommutativitdt von + und - beweisen.
(Ubung)
Sei M = (N, {0,1},{+, -, exp}, {<}) das Standard-Modell der natiirlichen Zahlen. Dann
N E PA.

Lemma 5.1. Sei M = (M, {Om, 193?} , {—f—m, -fm,empfm} , {<zm}) eine Lq-Struktur mit
M E PA. Dann enthdlt MM eine isomorphe Kopie von N, d.h. es gibt eine Lq-Struktur
M= (M,---) sodass M C M und eine Bijektion m: N — M welche N = I bezeugt.

Beweis. Definiere 7(0) = 0™ und fiir n € N,
m(n+ 1) = n(n) +7 17,

Sei M der Wertebereich von 7, d.h. 7[N] = M. Dann ist 7 per Definition surjektiv.
ist auch injektiv: Sei m(m) = 7(n) fiir n,m € N mit n > m. Dann liefert (n — m)-fache
Anwendung von (Q2) in 9, dass m(n —m) = 0™. Wegen (Q1) muss dann n —m = 0, also
n = m gelten.

Mit (Q3)-(Q9) kann man induktiv (mit dem Induktionsschema in N) zeigen, dass fur alle
n,m € N,

mn+m) = 7an)+"x(m)
m(n-m) = 7w(n)-"r(m)
w(exp(n,m)) = ea:pm(ﬂ n),w(m))

n<m gdw. w(n) <" m(m).
Insbesondere sind +, ™ exp™, <™ auf M wohldefiniert (das heifit es gilt zum Beispiel

4N o Mo M). Also ist 9 := (M, {07, 17} {+7, -7 exp™}, {<™}) eine Lg-
Struktur und wir haben 91 = 1. O

Sei oy : N — M die im Beweis von Lemma definierte Abbildung. Dann sieht man
leicht:

Satz 5.2. Sei M eine Lg-Struktur mit M E PA. Dann gilt N =M gdw. mon surjektiv ist.
Definition. Sei I = (M, - - - ) eine Lo-Struktur mit M F PA und 9 22 N. Die Elemente
von M, welche im Wertebereich von myy liegen, heiflen Standard-Zahlen von 9. Die

Elemente aulerhalb des Wertebereichs von moy heilen Nichtstandard-Zahlen von 9.

Bemerkung. (Q9) - (Q11) implizieren, dass wenn z eine Nichtstandard-Zahl von 9 ist,
dann gilt mor(n) <™ z fiir alle n € N, d.h. z ist ,,unendlich gro*.

Definition. Die Theorie von 2N, Th(N), ist die Menge aller Lo-Aussagen ¢ sodass N F .
D.h. insbesondere 9N = Th(MN).

Satz 5.3. Es existiert eine Lg-Struktur MM = (M, ...) sodass M abzdihlbar ist und I E
Th(MN), aber M 2 N.

Bemerkung. D.h. aus elementarer Aquivalenz folgt im Allgemeinen nicht Isomorphie.
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Beweis von Satz[2.3. Anwendung des Kompaktheitssatzes (Korollar [4.11)). Sei £, die
Sprache die aus £ und einem zusétzlichen Konstantenzeichen ¢ besteht, d.h.

L.= ({Oa L, C} ) {+7 K exp} ) {<})

Betrachte die £.-Aussagen ¢, = —(---((0+1)+1)+---)+ 1=c und

n viele 1-er
T = Th(M) U {é, | n € N}

Sei T C T endlich. Dann ist T erfiillbar, denn: T C Th(M) U {¢, | n < ng} fiir ein ny € N.
Dann ist (N,{0,1,n0}, {+,, exp},{<}) F T. Aus dem Kompaktheitssatz folgt nun, dass
T selbst auch erfillbar ist.

Sei M = (M, {0 17 M} {47 2 exp™ ) {<™}) ein Modell von T. Mit dem Satz
von Léwenheim-Skolem kénnen wir annehmen, dass 9 abzihlbar ist. Setze

M = (M, {0™, 17} {7, 2 eap™ ), {<™).

Dann gilt 9t & Th(MN). (Das Konstantenzeichen ¢ wird in der Theorie Th() nicht benutzt. )
Angenommen myy : N — M ist surjektiv. Da ¢™ € M, gibt es ein n € N mit

mon(n) = ™. (%)
Da M E ¢, gilt
ME-(--((0+1)+1)---)+1=c (%)
n-fach

D.h.

aon(n) DUET (e (0T T 4P L)

n-fach 1M
Def:E)ﬁ <. . ((Om/ +9ﬁ/ 1ml) +m/ 1m/) . ) +m/ 19:)?/
n-fach 19
(+5) /
czm
()
= Ton(n). 4

Also ist mgy nicht surjektiv und daher wegen Satz M 2 N. O
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Kapitel 6

Godelscher Unvollstandigkeitssatz

Satz 6.1 (Erster Godelscher Unvollstandigkeitssatz). Es gibt eine Aussage ® in der
Sprache Lq, sodass ® im Standard-Modell

N= (Na {Ov 1} ) {+7 K ewp} ) {<}>

von PA wahr ist, es jedoch auch ein Nichtstandard-Modell 9N von PA gibt, in welchem ®
nicht wahr ist. D.h. ® ist mit Hilfe der Peano Arithmetik weder beweisbar noch widerlegbar.

Bemerkung. Die Nichtstandard-Zahlen sind kein Beispiel fiir ®, da dxVy = > y auch im
Nichtstandard-Modell falsch und Jd2Vy € N & > y keine giiltige Formel ist.

Beweis (von Kripke). Sei s eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, d.h.
s:{meN|m < n} — N mit Linge [h(s) = n oder s : N — N mit unendlicher Lange
lh(s) = oc.

Schreibe s, fir das k-te Element von s, d.h. s(k), falls k& < [h(s).

Wir betrachten zunéchst ein einfacheres Beispiel fiir zwei Variablen. Sei s beliebig mit
2 <h(s) < oo und sei ¢(vg, v1) eine Lo-Formel in der genau vy und vy frei vorkommen.

Wir betrachten ein Spiel G(s, ¢) mit zwei Spielern I und II.

I ‘ k' mg I spielt k < lh(s) — 1 und my € N mit mg < sy,
11 ‘ my dann spielt II eine natiirliche Zahl m; < spy1.

Wer zuerst die Regeln verletzt, verliert; wenn sich beide an die Regeln halten, dann gewinnt
IT das Spiel G(s, ¢) gdw.
M E o(mg, my),

sonst gewinnt I. (Hier ist 91 wie immer das Standard-Modell).
Wir sagen I hat eine Gewinnstrategie fir G(s, ) bzw. s erfillt ¢ gdw.
Vi < 1h(s) — 1 Vmg < s Imy < sp1 ME p(mo, my).

Das kann man auch allgemeiner fiir mehr Variablen machen:
Sei n > 1, ¢(vo,...,va—1) Lo-Formel mit freien Variablen genau vy, ..., ve,—1 und
[h(s) > 2n. Dann ist G(s, ¢)

I ‘ ko mg ky  my oo koo Mmoo
11 ‘ ma ms ... Mon—1

das Spiel mit den folgenden Regeln: kg < lh(s) —1, mgy < Sg,, M1 < Sk,+1 und fir alle i <
n—1 gllt ky +1< /{321'_;,_2 < lh(S) —1, M2it+2 < Skosrgs Maitr3 < Skosio+1-

29
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Wer zuerst eine Regel verletzt verliert, wenn sich beide an alle Regeln halten, dann gewinnt
IT gdw.

N E go(mo, e ,mgn_l).

Ansonsten gewinnt I.
Wir sagen wieder II hat eine Gewinnstrategie fir G(s,¢) bzw. s erfillt ¢ gdw.

\V/k[) < lh(S) -1 Vmo < Sk, Elml < Skg+1--- ( . .\V/kgn_g(k’gn_4 +1< k?gn_g < lh(S) —1

— VY Mop_a < Skon_o dmo,_1 < Skop_o+1 NE QO(TTL(], my,...,Mop_9, m2n,1)) R )

Wir nennen eine endliche Folge s gut gdw. so > [h(s) und fiir alle 0 < ¢ < [h(s) gilt
s; > (s;-1)%*. Das heift umgangssprachlich, dass die Folge viel Platz lésst.

Behauptung 1. Sei k € N und seien k+1 Formeln @o(vo, - .., Vang—1)s - - - s @x(Vos - - -, U2ny—1)
gegeben. Wenn alle k + 1 Aussagen

N FE Vmedm, .. -szno—zﬂmzno—ﬂPo(moa - 7m2no—1>

‘ﬁ IZ ‘v’mOElml e Vmgnk_gﬂmgnk_lgpk(mo, e ,mgnk_l)
wahr sind, dann gibt es eine gute Folge s, sodass s jedes y; fir l < k erfillt.

Beweis der Behauptung[]] Fir jedes m € N sei z(m) das kleinste z, sodass fir alle | < k,

fiir alle 7 < n; und fiir alle my, ..., my; < m gilt:

Wenn N E Imo;1Vmaiga . .. Imap,—191(mo, - . ., Mai, Mat1, - . ., Map,—1), dann existiert ein
Moir1 < 2 mit 9T F Vm2i+2 c Elmgm_lgol(mo, ey M2i41,y - - - ,m2nl_1). z(m) ist fur jedes
m € N wohldefiniert (da es nur endlich viele Formeln ¢;, endlich viele Variablen m;, i < n;,
und endlich viele ,Parameter” my, ..., my; < m gibt).

Sei n = max {ng, ...,n;} und sei s eine endliche Folge der Lange m > 2n, sodass s > m
und fiir alle 0 < i < m gilt s; > (s5;-1)% " (d.h. s ist gut) und s; > z(s;_1). Dann erfillt s
jede der Formeln ¢y, ..., pk. O

Sei (¢, | m € N) eine Aufzahlung der Axiome von PA. Durch ,redundante Umgestal-
tung“ kénnen wir annehmen, dass ¢, logisch aquivalent zu einer Formel der Form

\V/’Uozl’l)l e vam_gﬂvgm_ld)m(vo, Viy. ..y, U2m—9, Ugm_l)

ist, wobei 1, genau die Variablen vy, ..., v9,_1 jedoch keine Quantoren enthalt. (Wir
sagen ¢ und v sind logisch dquivalent, gdw. fir jede Struktur 21 und jede Belegung ( fiir
A, Ak o] < A E P[6].)

Sei m € N. Da alle ¢;, [ € N, wahr im Standard-Modell 91 sind, gibt es nach Behauptung 1
eine gute Folge s, sodass s jedes vy, fir | < m, erfillt. Die Aussage ® soll nun ausdriicken,
dass fiir alle m eine gute Folge s existiert, sodass s jedes ; fiir [ < m erfillt.

Dazu miissen wir gute Folgen als nattrliche Zahlen kodieren: Sei s = (sq, ..., Sk_1) eine
Folge der Linge k, dann kodiert n = [] p5™ die Folge s, wobei py, . . ., pp_idie ersten k
i<k

Primzahlen sind.
Sei G die Menge aller Paare (n,m) € N x N, sodass n eine gute Folge s kodiert, welche alle
Formeln t); fiir [ < m erfiillt. Dann kann man zeigen, dass G iiber O definierbar ist, d.h. es
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existiert eine Lg-Formel ©(vy, v;), sodass fir alle n,m € N (n,m) € G gdw. M = O(n, m).
Nun sei

P = V'Ulzl'l}() @(Uo,’vl) .

Dann gilt wegen Behauptung[l] dass 91 F ®. Wir wollen nun ein Modell von PA konstruieren,
in dem ® nicht gilt. Sei

M = (N*, {Osm’ 193?}’ {_i_i)ﬁ7 _Dﬁ’exp{m}’ {<£m})

ein Nichtstandard-Modell von Th(91) wie in Satz [5.3] Sei moy : N — N* die zugehorige
nicht surjektive Abbildung (Erinnerung: mon(0) = 0™, mon(n + 1) = mp(n) +™ 17 fiir
n € N). Wenn wir gegebenenfalls 9T durch einen Isomorphismus umorganisieren, kénnen
wir annehmen, dass oy = idy, d.h. N C N* und mgp(n) = n fir n € N. Die Nichtstandard-
Zahlen von 9 sind dann genau die Zahlen in N* \ N.

Sei N € N*\N beliebig. Da 0t E Th(9) und N £ &, gilt M E P, also M F Vv, Ty O(vo, v1).
Insbesondere gilt also MM F Jvg O(vg, N). Wir finden nun einen <™ minimalen Zeugen
S fir dieses vy, d.h. ein S € N* sodass M F O(S,N) AVn(n < S — —=O(n,N)). (Ein
solcher minimaler Zeuge existiert immer, da im Standardmodell und folglich auch in 9t
die Aussage Yv;3vy O (v, v1) A Vn(n < vy — =0 (v, v1)) gilt.)

Nun muss S eine Nichtstandard-Zahl sein:

Sei s die von S kodierte Folge. Da 9t E ©(S, N) miissen {n € N* | n <™ 2.™ N} Indizes
fiir Folgenglieder von s sein. Da N € N*\ N, folgt schon N C {n € N* | n <™ 2" N}. Da
S die Folge s kodiert, gilt daher

M E ,p, teilt S fir allen € N

(py, ist die n-te Primzahl). Also gilt S € N*\ N (d.h. S ist Nichtstandard-Zahl).
Sei
H = {n e N*| es existiert k¥ € N mit n <™ s,}.

Wir betrachten
M| H=(HA{01},{+" I H ™| Hexp™ | H}, {<™'| H}).
Achtung: 9 | H muss nun kein Modell von Th(9) mehr sein, wir werden aber in
Behauptung (3| zeigen, dass es ein Modell von PA ist.
Behauptung 2. 0 [ H ist eine Lg-Struktur.

Beweis der Behauptung[3. Wir miissen zeigen, dass H unter den Operationen +”, - und
exp™ abgeschlossen ist. Seien n,m € H mit 1 <™ n und 1 <™ m (sonst trivial). D.h.
es existieren k,, k, € N mit n <™ Sk, und m < Sk,,- Sei k = max{kn, ky,} € N,
dann n,m <™ si. Es gilt n +"m <™ n Pm <M exp™(n,m) <™ exp™(sy, sp) < Spi1
(die letzte Ungleichung gilt, da 9t F .S ist eine gute Folge“). Also folgt n +™ m, n ™
m, exp™(n,m) € H. O]

Behauptung 3. 9t | H £ PA.
Beweis der Behauptung[3. Wir wollen zeigen, dass fiir jede natiirliche Zahl m € N
M| HE o,

wobei (¢, | m € N) die oben fixierte Aufzéhlung der Axiome von PA ist. Sei 0 <i <m
und u = (ng, ng, ..., Ng;_2) eine Folge der Lange i von Elementen von H. Wir definieren
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eine aufsteigende Folge (ko(u), ka(u), ..., kei—o(u)) von Elementen von N wie folgt:
ko((no)) = ko(u) ist das kleinste k € N mit ng <™ s;, (existiert, da ng € H) fiir 0 < j < i
sei ko;(u) das kleinste k € N mit kgj_o(u) + 1 < k und ng; <™ s; (existiert, da ny; € H).
Dies wird gleich sicherstellen, dass sich Spieler I an die Regeln halt. Man sieht aus der
Definition, dass kg;(u) tatsachlich nur von u [ (25) = (ng, ng, . .., ng;) abhingt.

Es gilt M F O(S,N) und wegen m <™ N (sogar m € N und N € N*\ N) auch
M F O(S,m). D.h. fir jedes ny € H existiert ein ny <M Sko((no))+1, sodass fiir jedes
ny € H ein ng <™ Ska((no,ne))+1 €Xistiert, sodass ..., sodass fiir jedes ng,_o € H ein
Nom—1 <™ Sk((no,mz,..nam-))+1 €Xistiert, sodass MM E Y, (no, na, . . ., Nom—2, Nam—1). Die ngjiq
konnen z.B. als Antwort von Spieler I im Spiel G(S,,,) gemaf} einer Gewinnstrategie fiir
Spieler IT im Modell 9 gewahlt werden.

Aber ng,nq,...,Nom—2,N2m—1 € H. Insbesondere gilt M [ H F ¢, (no,...,nam—1). Da
ng, N, - . ., Nom_o beliebig aus H waren gilt sogar

m r HE Vngzlnl c. vngm,QElngm,l’l/Jm<n0, . ,ngm,l),

also M [ H E . O]
Behauptung 4. M | H F —P.

Beweis der Behauptung[f} Da {n € N* : n <™ 2.7 N} Indizes fiir Folgenglieder von s
sind und da 90 F s ist gute Folge®, gilt 2™ N <™ s;. (Dies benutzt die Eigenschaft von
guten Folgen, dass sy > [h(s).) Also gilt N € H.

Wir wollen nun zeigen, dass

M r HE _\3’1}0@(1)0, N)
Angenommen nicht, d.h. es existiert S € H mit 9 | H £ ©(S, N). Da 6(S, N) die Form

Schranke  nur noch beschriankte Quantoren

hat (d.h. ©(S, N) ist eine ¥;-Formel der Sprache von PA, siehe Ubungen fiir die Definition
von ¥;-Formeln), gilt auch M E O(S, N).

Wegen der Minimalitit von S gilt S = S oder S <™ S, also gilt in jedem Fall S € H,
d.h. es existiert ein k € N mit S <™ s;. Da fiir alle k € N, 0 F _p.**+ teilt S“ (da
S € N*\ N die Folge s kodiert), gilt fiir alle k € N, dass s, <™ S.

Es folgt insgesamt S <™ s, <™ S fiir ein k € N. 4

Dies beweist den Unvollstandigkeitssatz.
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Mengenlehre

Was ist eigentlich eine Menge? Beispiele: {1,2,3}, ), ..., die Menge der natiirlichen Zahlen,
{n €N |3Im:n=2m}.

Ist R={a | a ¢ a} eine Menge? Wenn ja, dann gilt R € R gdw. R ¢ R. 4. Also kann R
keine Menge sein. (Russells Paradoxon)

7.1 Die ZFC Axiome

Wir benotigen eine Axiomatisierung der Mengenlehre, um solche Paradoxien zu vermeiden.

Definition. Das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem der Mengenlehre ZFC besteht aus
folgenden Axiomen in der Sprache L = (0,0, {€}).

e Das Extensionalitdtsaxiom

VaVy(z =y <> Vz(z € x <> 2z € 1)) (Ext)

o Das Fundierungsaziom

Ve(Qyyex— Jyly ez A—-3z(z €y Az € 1)) (Fund)

Abgekiirzte Schreibweise: Va(x £ 0 — Jy € x yNx = ()

o Das Paarmengenaziom
Wir schreiben z = {z,y} firz € 2 Ay € zAVu € z(u =2V u=y)

VaVydz z = {z,y} (Paar)

Es folgt Vadz z = {x}.
Man kann auch zeigen, dass das geordnete Paar (x,y) = {{z},{z,y}} existiert, falls
T,y existieren.

e Die FEzistenz der leeren Menge
J2Vy —(y € x) @)

o Das Vereinigungsaxiom
Wir schreiben y = Jz fir Vz(z € y <> Ju € z 2 € u)

Vedy y = J= (Ver)

33
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Beispiel. Mit (Paar)) und (Ver)) lasst sich die Existenz von 2 Uy = U{x,y} zeigen
(falls z,y existieren).

Das Potenzmengenaxiom
Wir schreiben o C y fiir Vz € x 2z € y und y = P(x) fir Vz(z € y +» 2z C ).

Vedy y = P(x) (Pot)
Beispiel. P(0) = {0}, P({0}) = {0,{0}}

Das Aussonderungsschema
Sei ¢ eine Lc-Formel, die genau die freien Variablen x, vy, ..., v, hat (insbesondere
nicht b). Dann lautet das zu ¢ gehoérende Aussonderungsaxiom

Yor ... Vo,YadVe(x € b+ (x € a N p(x,v1,...,0,))) (Aus,)

Schreibweise: Yoy ... Vv,Vadb b= {z € a | p(z,v1,...,v,)}
Die (unendliche) Kollektion aller (Aus,|) fir alle solche Formeln ¢ bildet das Ausson-

derungsschema.

Bemerkung. Wiirden wir b als freie Variable in ¢ zulassen, wére
VadbVe(z € b« (x €a ANz ¢Db))

erlaubt. Fir a # () und x € a gilt © € b <> z ¢ b. Das ergibt das gleiche Problem wie
in Russells Paradoxon.

Beispiel. Fur ¢ = x € vy ergibt (Aus,|) die Existenz von aNwv; ={z €a |z € v;}
Beispiel. Aulerdem ergibt sich die Existenz von
rxy={ueP(PxUy))|JaTb(acazAbeyAhu=(a,b))}

Das Ersetzungsschema
Sei ¢ eine L¢-Formel, die genau die freien Variablen z,y, vy, ..., v, (insbesondere
nicht ¢') hat. Dann lautet das zu ¢ gehorige Ersetzungsaxiom

VaYuy ... Yu, (Vo € aFy'Vy (y =y < o(x,y,v1,...,0,))
— VY (y€b<+> Tz €a p(x,y,vr,...,0,))

Die (unendliche) Menge aller Ersetzungsaxiome ([Ers,|) fiir alle solcher Formeln ¢
bezeichnen wir als Ersetzungsschema.

(Ers,)

Beispiel. Vx € a Iy'Vy(y =y <> ¢) besagt, dass es zu jedem x € a genau ein y mit
der Eigenschaft ¢ gibt. Wenn man nun z.B. F(z) fir dieses eindeutige y schreibt,
dann besagt (Ersy)), dass die Menge b = {F () | « € a} existiert.

Das Auswahlaziom
Vo(z #0AVy € 2Vy' € z(yNy £ 0 < y=19') = (F2Vy € zFu zNy = {u})) (AC)

D.h.: Jede nichtleere Menge, die aus paarweisen disjunkten nichtleeren Mengen
besteht, besitzt eine ,, Auswahlmenge*.

Das Unendlichkeitsaziom

Wir wollen postulieren, dass eine Menge existiert, welche alle Mengen (), {0}, {0, {0} },
{0,{0},{0,{0}}} als Element enthilt.

Dabei schreiben wir (wie vorher) x =y U z fir 2 = U{y, 2} und y = = + 1 fiir

y=zU{z}.
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Definition. Eine Menge a heifit induktiv gdw. () € a und fir jedes x € a gilt auch
r+1l=zU{z}€a.

Nun besagt das Unendlichkeitsaxiom

Jdz(z ist induktiv). (00)

ZFC—°°: (Ext|), (Fund)), (Paar)), (Ver)), (Potf), (Aus,|), (Ers,|) (fiir beliebige ¢ wie oben),
(AC),

ZFC: ZFC~ und
ZF: ZFC ohne (AC)

Bemerkung. (]@ ist in ZFC redundant: Wegen gibt es eine Menge a und dann folgt
die Existenz der leeren Menge aus (Aus,,;), also 0 = {z € a | z # z}.

Definition. Die von Neumann-Zahlen sind wie folgt definiert:
Wir schreiben 0 fir 0, 1 fiir {0}, 2 far {0,{0}}, ... und allgemein n + 1 fir n U {n}.

Wir kénnen +, -, exp auf den von Neumann-Zahlen so definieren, dass PA gilt:

n+0 = n n-(m+1) = (n-m)+n
n+1 = nU{n} n’ = 1
n-0 =0 nm™tt o= nm.n

+, -, exp sind hieraus rekursiv definiert.

Wir schreiben n < m gdw. n € m fiir von Neumann-Zahlen n, m.

Die Menge w der von Neumann Zahlen ist der Durchschnitt aller induktiven Mengen
(w=N{a | a induktiv}, ,w entspricht N“).

Bemerkung. Die Existenz von w folgt aus und (AUSvg(a induktiv — vea))-
Lemma 7.1. w ist induktiv.

Beweis. () € w, da () Element jeder induktiven Menge ist.
Sei x € w und a beliebige induktive Menge. Dann gilt © € a und damit auch = + 1 € a.
Da a beliebige induktive Menge war, folgt schon z + 1 € w. O]

Es gibt keinen Grund nach w aufzuhoren zu zahlen.
wH+l=wU{w}, w+2, w+3, ...... WwWHw, w+w+1, ...
Definition. Eine Menge z heifit transitiv gdw. fir jedes y € x gilt, dass y C =.

Definition. Eine Menge x heiit Ordinalzahl gdw. x transitiv ist und fir alle y, z € z gilt,
dassyez Vy=zV zey.

Satz 7.2. (w,{0,1},{+, -, exp},{<}) FPA
Beweis.

(Q3)-(Q8) sind aus Definition von +, -, exp klar.
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(Q1): Vn =~(n+1=0)
Klar,daz +1=zU{z} #0 =0, da z € {z} fir alle z.

(Q2):VnVm (n+1=m+1—-n=m)
Seien z,y € wmit z + 1 =2 U{z} = yU{y} =y + 1. Angenommen z # y. Aus
zU{z} = yU{y} folgt, dass = € yU{y} und wegen = # y sogar x € y (Ext]). Analog
folgt y € x U {z}, also y € z. Dies widerspricht 4

(Q9): VnVm (n<m+1++ (n<mVn=nm)).
Seien x,y € w mit x < y+ 1 =y U{y}. Dann gilt z € y (d.h. x < y oder x € {y}
(d.h. x = y) (Ext)). Dasselbe Argument liefert, dass € y + 1, falls = € y oder x = y.

(Q10): Vn =(n < 0)
Klar, da = ¢ () = 0 fir alle z € w.

(Qll): VnVm (n<m V n=m V m <n))
Wir miissen zeigen, dass fiir v,y e w,x €y V x =y V y € z. Es reicht zu zeigen,
dass A={rcw|Vyew(recy V o=y V yc )} induktiv ist, da dann wegen
A C w schon A = w folgt.

(Ind,): Sei p(v, vy, ..., vy) eine Lo-Formel.
Seien my, ... my € w beliebig. Betrachte A = {n € w | ¢(n,my,...,myg)}. Die Vor-
aussetzung des Induktionsaxioms (Ind,) liefert, das A induktiv ist. Wegen A C w
folgt daraus, dass A = w. Also gilt Vn ¢(n,mq, ..., my), die Schlussfolgerung von
(Ind,,).

]

7.2 Echte Klassen

Bemerkung. Die Kollektion aller Ordinalzahlen ist keine Menge, wir sagen sie ist eine echte
Klasse und schreiben ORD = {« | « ist Ordinalzahl}.

Denn: Angenommen ORD ist eine Menge. Dann ist ORD eine Ordinalzahl,

also ORD € ORD 4 (Fund)

Definition. Das Mengenuniversum V = {x | z ist Menge} ist die echte Klasse aller
Mengen.

Wir haben auch fiir Klassen eine Axiomatisierung. Zwei Arten von Variablen: Klassen
bezeichnen wir mit X,Y, Z,... A, B, ..., Mengen bezeichnen wir mit x,y, z,...,a,b,....

Definition. Die Bernays-Gddel Klassenazxiome BGC bestehen aus:
(Ext), (Fund), (Paar), (Ver), (Pot), (o0) fir Mengen wie in ZFC und
VXVY Vz(z e X 2€Y)—> X =Y) (BG1)

VedX x =X (BG2)

VXY X eY & Jroe=X) (BG3)



7.3. EXKURS: EIN MODELL VON ZFC™= AUS PA 37

Wenn ¢ eine Formel in der Sprache von BGC ist mit freien Variablen z, X1, ..., X} und
ohne Quantoren tiiber Klassen, dann

VX, . VX dYVe(z €Y < oz, Xy, ... X)) (BG-Aus,,)

Fiir jede (gegebenenfalls klassengrofie) Funktionen F ist fir jede Menge a das punktweise
Bild
Fla] ={F(x) | z € a} (BG-Ers,)

eine Menge.

Es gibt eine (klassengrofie) Funktion F', sodass
Vo(x £ 0 — F(z) € x) (BG-C)

7.3 Exkurs: Ein Modell von ZFC * aus PA

Wir wollen nun mit Hilfe der natiirlichen Zahlen und PA ein Modell von ZFC™ konstruie-

ren. Dazu fassen wir nattirliche Zahlen als Mengen auf. Schreibe n € N in Dualdarstellung,

dh.n=>m,; 2 = S my - 28 fiir m; € {0,1} fiir alle i € N,
=0 Schreibweise i€
(dann existieren nur endlich viele ¢ € N mit m; = 1).
Wir definieren eine zweistellige Relation E auf N durch (k,n) € E gdw. mj = 1 wenn
n = 3 m,;2¢ die Dualdarstellung von n ist.

iEN
Beispiel.

24 23 22 9t 20
4 = 0 1 1 1 07

d.h (1,14) € E (bzw. 1E14) und 2E14, 3E14, aber 0F14, 4F14, ...

Satz 7.3. (N,0,0,{E}) F ZFC™.
Wir schreiben auch (N, E) fir (N,0,0,{E}) (und analog fir andere Lzpc-Strukturen).

Beweis.
« (N,E)E (0): Klar da 0 € N.
o (N, E)F (Ext): klar, da die Dualdarstellung einer natiirlichen Zahl eindeutig ist.

o (N, E) E (Fund): Fiir k,n € N, sodass (N, E) F k € n gilt k < 28 <n.
Sein € Nmit (N, E) En # 0 (d.h. n #0), sei k < n das kleinste £’ (im Sinne von
< auf N) mit (N, E) F k' € n.
Dann gilt (N, E) E kNn =0 (da k sonst nicht minimal wére).
Dies zeigt (N, E') E (Fund).

2m 4 2m fallsn#m

2" Cfallsn=m

o (N, E)FE (Paar): Seien n,m € Nund k = {
Dann gilt (N, E) E k= {n,m}

o (N,E)E (Ver): Sein € Nmit n =3 m;-2". Fiiri € N mit m; = 1 sei i = Y m;;-2F
iEN keN
die Dualdarstellung von 1.
Sei X ={keN|Jim;=1=m;} und m= 3 2% Dann gilt (N,E) Em =Un.
keX
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e (NJE)E (Pot): Sein € Nund n = Y. m; - 2". Fir m € Nmit m = Y. m/ - 2" gilt
ieN ieN
(N,E)Em Cngdw. fir allei: m; <m; (dh. m,=1=m; =1).
Setze I = {i € N | m; =1} und fir I* C [ sei npx = Y 2™17,
iel*
Nun setzte m = > 2™,
I

Dann gilt (N, E) E m = P(n).

e (N,E)E (Aus,):

Sei ¢ eine Lc-Formel wie in (Aus,) mit freien Variablen , vy, . .., vy, seien a, ny, ... ny €
N und sei a = 3. m; - 2.
i€N
Setze b= 22mit X ={i e N|m;=1 A (N,E) E o(i,nq,...ng)}.
iex

Dann gilt (NEYEb={i€a| p(i,n1,...,ng)}

e (N,E)E (Ers,):

Sei ¢ eine Lc-Formel wie in (Ers,) mit freien Variablen x,y, vy, ..., vs.

Seien ni,...,np,a € N und sei a = > m; - 2. Weiter setzen wir voraus, dass
ieN

(N, E) EVz € ady'Vy(y =y < o(z,y,n1, ..., k). (%)

Angenommen N, F) E i € a, d.h. m; = 1.
Dann sei I(7) das eindeutige [ € N, sodass (N, E) E ¢(i,1,nq,...,nx) (existiert wegen
(%).
Nun setzte b = 3 2/ wobei X = {i e N | (N, E) F i € a}.
iex
Dann gilt (N, E) EVy(y € b <> 3z € a p(z,y,n1,...,n)).

« (N,E)E (AC):
Sein € Nmit (N, E) En # 0, d.h. fiir n = Y m; - 2 gilt, dass es mindestens ein
ieN
1 € N gibt mit m; = 1.
Fir jedes ¢ € Nmit m; = 1sei i = > m;y - 2k,

keN
Weiter setzen wir voraus, dass (N, E) EVy € nVy' e n(yNy #0 < y=1'). D.h.
aus ¢ # j mit m; = 1 = m,; folgt, dass es kein k € N gibt m; , =1 = m . (%)

Sei fur ¢ € N mit m; = 1 sei k(i) das kleinste k mit m,; = 1.
Insbesondere gilt dann fiir ¢ # j mit m; = 1 = my, dass k(i) # k(j) wegen (xx).
Nun setzt z = 3 280 wobei X = {i € N | m; = 1}.
ieX
Dann gilt (N, E) EVy € nan 2Ny = {u}.

= D.h. (N, F) F ZFC—°. O
Bemerkung. (N, E) ¥ (00).
Ansonsten gibe es a € N, sodass n < a fir unendliche viele n € N gilt.

7.4 Das Auswahlaxiom

Definition. Eine Auswahlfunktion fir eine beliebige Menge M ist eine Funktion
f: M — UM, sodass fir alle z € M gilt f(x) € x.

Notation. Wir schreiben Funktionen f: A — B auch als Mengen von geordneten Paaren

f=Alr,y) e A B f(x) =y}
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Bemerkung. Falls ) € M, dann kann es keine Auswahlfunktion f fir M geben, da f(0) € ()
gelten miisste.

Lemma 7.4. Das Auswahlaziom (AC) ist dquivalent zu der Aussage, dass zu jeder Menge
M O mit 0 ¢ M eine Auswahlfunktion f fir M existiert.

Bewess.

»=>“: Sei M # () mit ) ¢ M, wir konstruieren eine Auswahlfunktion. Betrachte N =
{{(z,2) | z€ x} | x € M}. Dann ist N eine Menge von paarweise disjunkten nicht-
leeren Mengen. Sei A eine ,,Auswahlmenge“ wie in (AC) fiir N. Definiere f : M —

UM durch f(x) =z gdw. (x,2) € A. Dann ist f eine Auswahlfunktion fir M.

»<=%*: Sei N eine nichtleere Menge von paarweise disjunkten nichtleeren Mengen und sei
f eine Auswahlfunktion fiir N. Dann ist A = f”N (d.h. die Bildmenge von f) eine
L2Auswahlmenge® fir N.

O
Als Beispiel zeigen wir Lemma

Lemma 7.5. Seien A und B nichtleere Mengen. Wenn es eine Surjektion f : A — B
gibt, dann existiert auch eine Injektion g: B — A.

Beweis. Sei f: A — B surjektiv, B# (. Firy € Bsei f7!"{yl={zx e A| f(z) =y}.
Dann gilt f~! " {y} # 0 da f surjektiv ist. Sei F eine Auswahlfunktion fiir die Menge
{f7Y"{y} | y € B}. Sei g: B — A definiert durch g(y) = F(f~' "{y}) fiir y € B. Dann

ist g injektiv, da fir y,y" € B mit g(y) = g(y') folgt, dass y = f(g(y)) = f(9(¥/)) =y. O

Definition. Sei M eine Menge und R C M x M eine zweistellige Relation auf M. Dann
heifit R fundiert gdw. jede nichtleere Teilmenge A C M ein R-minimales Element besitzt,
d.h. ein z € A existiert, sodass fur alle y € A gilt ~yRz bzw. (y,2) ¢ R.

Bemerkung. (Fund) aus ZFC besagt, dass fiir beliebige Mengen M die Relation €] M eine
fundierte Relation ist.

Definition. Sei M eine Menge. Eine Wohlordnung auf M ist eine fundierte lineare
Ordnung.

Bemerkung (Erinnerung). Eine zweistellige Relation < heifit lineare Ordnung gdw. sie
antireflexiv (d.h. Vo -2 < z) und transitiv (d.h. VaVyVz 2 <y Ay < z — x < z) ist und
Vergleichbarkeit erfiillt (d.h. VaVy x <yVax=yVy < x).

Beispiel.
o < auf N ist eine Wohlordnung,
o < auf Z ist keine Wohlordnung,
o < auf [0, 1] ist keine Wohlordnung, betrachte z.B. A = {% | n > 1} C [0, 1].

Bemerkung. Wenn < eine Wohlordnung auf einer Menge M ist und A C M, A # (), dann
gilt fiir jedes <-minimale z € A, dass z < y fiir alle y € A, da < linear ist. Insbesondere
ist das <-minimale z € A eindeutig.
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Lemma 7.6. Sei < eine Wohlordnung auf einer Menge M. Dann gibt es keine Folge
(z,, | n € N) von Elementen z,, € M, sodass x,+1 < x, fir alle n € N gilt.

Bemerkung. Dieses Lemma lésst sich leicht zeigen. Die Riickrichtung gilt auch und lasst

sich mit (AC) zeigen (Ubung).

Definition. Sei M eine Menge und < eine Wohlordnung auf M. Dann heiffit A ein
Anfangsstiick von M bzgl. < gdw. fiir jedes x € A und jedes y € M mit y < z auch y € A
ist.

Lemma 7.7. Sei M eine Menge und < eine Wohlordnung auf M. Sei A ein Anfangs-
stiick von M bzgl. <. Dann gilt entweder A = M oder es gibt ein v € M, sodass
A={ye M |y<uz}.

Beweis. Wenn A # M, wahle x als das <-minimale Element von M \ A. Dann A =
{ye M |y <z} O

Definition. Wenn <4, <p lineare Ordnungen auf Mengen A bzw. B sind, dann heif3t
eine bijektive Funktion ¢ : A — B Ordnungsisomorphismus (bzgl. <4, <p) gdw. fir alle
z,y € A gilt, dass © <4 y gdw. ¢o(x) <p ¢(y).

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft heiffit auch ordnungstreue Funktion. Wir schreiben
p: (A, <a) = (B,<p)

Lemma 7.8. Sei < eine Wohlordnung auf einer Menge M. Dann gibt es kein echtes
Anfangsstick A von M, sodass ein Ordnungsisomorphismus ¢ : (M,<) = (A, <] A)
existiert.

Beispiel.

e M =N, A={n e N|n <1000} mit der natiirlichen Ordnung <. Hier existiert
nicht einmal eine Bijektion zwischen M und A.

e M =w+w, A=w mit der Ordnung €. Hier existiert zwar eine Bijektion M — A,
aber keine ordnungstreue Abbildung.

Beweis von Lemma[Z.8. Angenommen nicht. Dann gibt es nach Lemmal[7.7ein 2 € M mit
A={ye M|y <z}, sodass aulerdem fiir alle y > x gilt, dass ¢(y) < y (da p(y) € A).
Sei yo <-minimal in {y € M | ¢(y) < y}. Da ¢ ordnungstreu ist, gilt auch

Wegen z = p(yy) < yo widerspricht dieser der Minimalitét von yq. 4 ]

Satz 7.9 (Wohlordnungssatz von Zermelo).
Angenommen ZF. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Das Auswahlaziom (AC) gilt.
(2) Zu jeder Menge A existiert eine Wohlordnung auf A.

Beweis.
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(2) = (1):

Sei M # () mit () ¢ M. Betrachte A=UM ={y : Jz(x € M Ay € z)} und sei <
eine Wohlordnung von A. Fiir x € M sei f(z) das <-minimale Element von z C A.
Dann ist f: M — UM eine Auswahlfunktion fiir M.

(1) = (2):

Fiir den Beweis zeigen wir zunachst

Lemma 7.10. Seien M, N Mengen mit Wohlordnungen <;; und <y. Dann gilt
genau eine der folgenden drei Aussagen:

(a) Es gibt einen Ordnungsisomorphismus ¢ : (M, <pr) = (N, <y).

(b) Es gibt ein Anfangsstick A C M von M und einen Ordnungsisomorphismus
@ : (A, <Mr A) = (N, <N)'

(c) Es gibt ein Anfangsstick B C N von N und einen Ordnungsisomorphismus
@ : (M,<M) = (B><N[ B)

Beweis. Wir zeigen zunachst:

Behauptung. Seien A, A" Anfangsstiicke von M, B, B’ Anfangsstiicke von N und
o: (A, <ml A) =2 (B,<n| B) und ¢' : (A, <yl A) = (B',<y| B'). Dann sind
@ und @' Lertraglich, d.h. fir jedes x € AN A" gilt p(x) = ¢'(x).

Beweis der Behauptung. Angenommen nicht. Sei zy <j;-minimal in A N A" mit
©(x0) # ¢'(x0). Da ¢ ein Ordnungsisomorphismus ist, muss ¢(z) das <y-minimale
Element von N\ {p(y) | y <am xo} sein: Andernfalls sei z € N\{p(y) | y <ar zo} mit
z <y @(xg). Da z <y (o) € B gilt auch z € B (da B ein Anfangsstiick ist). Dann
gibt es x € A mit ¢(z) = z. Dann gilt = # x und p(z) = 2 ¢ {©(y) | ¥ <um 2o},
also g <p x. Aber p(x) = z <y @(xp). Dies ist ein Widerspruch, da ¢ ein
Ordnungsisomorphismus ist. 4

Analog folgt, dass ¢'(xy) das <y-minimale Element von N\ {¢'(y) | y <ar xo} ist,
da ¢’ ein Ordnungsisomorphismus ist.
Aus der Minimalitét von zo (mit der Eigenschaft, dass p(zq) # ¢'(xo)) folgt, dass

{e(y) |y <mr o} = {¢'(y) | y <ar zo} und damit gilt p(xg) = ¢'(z) (da beide
das <y minimale Element von N \ {¢(y) | v <ua @0} bzw. N\ {¢'(v) | v <am zo}
sind). O

Nun kénnen wir Lemma, [7.10] beweisen.

Betrachte

o= J{p: (A4 <ul A) = (B,<n| B) | A, B Anfangsstiicke von M bzw. N

und ¢ Ordnungsisomorphismus}

Bemerkung. Aus der Behauptung folgt, dass diese ¢ ,vetrdglich® sind, d.h. ¢ ist

selbst ein Ordnungsisomorphismus ¢ : (A, <u | A) = (B, <y B) fiir Anfangsstiicke
A, B von M bzw. N.
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Dann muss aber A = M oder B = N gelten: Andernfalls sei g <j;-minimal in M \fl
und yy < y-minimal in N\ B. Dann ist auch $U{(z¢, y)} ein Ordnungsisomorphismus
von AU{zo} auf BU{y}, wobei AU{zo} ein Anfangsstiick von M und BU {yo} ein
Anfangsstiick von N ist. Dies widerspricht der Definition von ¢, da @U{(zo, )} C ¢
gelten miisste. 4 O

Nun zum Beweis von (1) = (2) in Satz 7.9

Sei M eine Menge. Wir wollen zeigen, dass es eine Wohlordnung < auf M gibt.
Wegen (AC) gibt es eine Auswahlfunktion f: P(M)\ {0} — M (d.h. f(A) € A fir
alle AC M, A#0).

Sei nun A C M, A # () und <4 eine Wohlordnung auf A. Dann heifit (A, <4)
vertraglich mit f gdw. fiur alle x € A gilt, dass

r=f(M\{yeAly<az})

Insbesondere gilt fiir alle (A, <4) die vertraglich mit f sind, dass das <4-minimale
Element von A genau xog = f(M) ist: <4 ist eine Wohlordnung auf A, also hat A
ein <4-minimales Element z,,;,. Fiir dieses gilt aber x:, = f(M \{y € A |y <a

x}) = f(M\0) = f(M).
Behauptung. Seien A, B C M, A, B # 0 und (A, <4), (B, <g) vertraglich mit f.
Dann ist B ein Anfangsstiick von A und <[ B =<g oder A ist ein Anfangsstiick
von B und <g| A =<y4.

Beweis der Behauptung. Nach Lemma existiert zunichst ein Anfangsstiick A
von A mit Ordnungsisomorphismus ¢ : (A, <[ A) = (B, <p) oder ein Anfangsstiick
B von B mit Ordnungsisomorphismus ¢ : (A4, <4) = (B, <p| B).

Angenommen ersteres (ansonsten ist das Argument symmetrisch). Angenommen ¢ ist
nicht die Identitat. Dann gibt es ein <4[ A-kleinstes zy € A mit ¢(xg) # xo. Wie im

Beweis von Lemma [7.10| gilt dann aber {y cA|ly<y xo} ={ye B|y<gep(x)}
Da <4 und <p vertraglich mit f sind, folgt

zo=f(M\{y€ Ay <am})=f(M\{y € B |y<zeplzo)}) = plxo).

Dies ist ein Widerspruch. 4 Also gilt ¢ = id, wie gewtinscht. O]

Sei nun

Ao =|J{A C M| es existiert eine Wohlordnung <4 auf A4,

welche vertraglich mit f ist}
und
< = U{<A§ M x M | <4 ist eine Wohlordnung auf einem A C M,

welche vertraglich mit f ist}.

Wegen der Behauptung gilt fiir alle A C M mit z € A und fiir alle Wohlordnungen
<4 auf A welche vertriglich mit f sind, dass

<[{yedAly<z} = <al{yeA|y<az}
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Daraus folgt, dass < eine lineare Ordnung auf Aq ist. Auflerdem sieht man leicht,
dass < eine Wohlordnung auf Aj ist: Angenommen das ist nicht der Fall. Dann gibt
es ein B C Ay, welches kein <-minimales Element hat. Da B keine Teilmenge von
einem A sein kann, welches eine mit f vertriagliche Wohlordnung <4 hat, gibt es
A" und A” und z,y € B, sodass x € A\ A” und y € A” mit © < y. Wir konnen
annehmen, dass z,y € A’ und = <4 y (ansonsten vergroffern wir A’, aber es muss
ein A wie in der Definition von Ay geben mit x,y € A, da = < y). Dies widerspricht
allerdings der Behauptung, da A’ kein Anfangsstiick von A” ist (wegen = < y und
z ¢ A”) und A” kein Anfangsstiick von A’ ist (wieder wegen = < y und = ¢ A”).

Es bleibt zu zeigen, dass Ay = M. Angenommen nicht. Sei o = f(M \ Ap). Dann
ist < U{(y,z0) | y € Ag} (d.h. die lineare Ordnung auf Ay U {zo}, welche aus <
entsteht, wenn z, als groBites Element drangehédngt wird) eine Wohlordnung auf
Ao U{zo} C M, welche mit f vertraglich ist. Aus der Definition von A, folgt dann
xo € Ap. 4

Dies beendet den Beweis des Wohlordnungssatzes (Satz [7.9). O

Definition. Eine Relation < auf einer Menge M heif$t partielle Ordnung gdw. < reflexiv,
antisymmetrisch (d.h. es gilt VaVy x <y Ay <z — x = y) und transitiv ist.

Beispiel. Eine etwas ungewohnliche Ordnung auf N:

0
N,

4 6 8

< < <<

Definition. Das Lemma von Zorn ist die folgende Aussage: Sei M # () eine Menge mit
einer partiellen Ordnung <, sodass fiir alle B C M, B # (), gilt, dass wenn Vz € B Vy €
B (r <yVy < x) dann hat B eine obere Schranke, d.h. dann existiert eine z € M mit
r < z fur alle x € B. Dann hat M ein maximales Element, d.h. es existiert ein x,,,, € M,

sodass By € M (Tpmaz < YA Tiaz # V).

Definition. Das Hausdorffsche Maximalititsprinzip (HMP) ist die folgende Aussage:
Sei F' eine beliebige Menge und sei § eine Menge von Teilmengen von F. Angenom-
men fiir alle § C § sodass  C y oder y C z fir beliebige z,y € § ist auch UF =
{a €eF|aczfirenze @} € §. Dann existiert ein x,,,, € §, sodass keine echte Ober-
menge von I, ebenfalls ein Element von § ist.

Notation. Wir nennen ein solches § C § mit 2 C y oder y C « fiir alle z,y € § auch Kette
m 3§.

Satz 7.11. Die folgenden Aussagen sind dquivalent (iber ZF)
(1) Das Auswahlaziom (AC),
(2) Zu jeder Menge M gibt es eine Wohlordnung auf M,
(3) Das Lemma von Zorn,

(4) Das Hausdorffsche Maximalititsprinzip (HMP)
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Definition. Eine Ordinalzahl o > 0 heifit Nachfolgerordinalzahl gdw. es eine Ordinalzahl
S gibt mit « = 4+ 1 = U {B}. Ansonsten heilt a Limesordinalzahl.

Beispiel.

e 1,2,3,...,w+1,w+ 2,... sind Nachfolgerordinalzahlen.

e W,w+w,...sind Limesordinalzahlen.

Beweis von Satz[7.11.
(1) < (2): Satz[7.9]

(1) = (3): Sei (M, <) eine Menge mit einer partiellen Ordnung wie im Lemma von Zorn.

Sei f: P(M)\ {0} — M eine Auswahlfunktion fir P(M) \ {0}, d.h. f(b) € b fur
alle b C M, b # (). Wir konstruieren induktiv eine ,sehr lange <-Kette“ in M. Das
eine solche Konstruktion funktioniert zeigen wir formal in Satz Sei
ao = f(M)
(ein beliebiges Element von M),
top1 = f{x € M | ap < x AT # an}),
falls {x € M | ao < x Az # a,} # 0 fir Nachfolgerordinalzahlen o + 1 und
ax= f({x € M | ag <z fir alle £ < \}),

falls {z € M | a¢ < z fir alle £ < A\} # 0 fur Limesordinalzahlen \.

Diese Konstruktion muss irgendwann abbrechen, da ORD eine echte Klasse ist und
M eine Menge. Falls A eine Limesordinalzahl ist, existiert fiir die Kette {a¢ | £ < A}
nach Voraussetzung des Lemmas von Zorn eine obere Schranke, also gilt in diesem
Fall {x € M | a¢ < x fir alle £ < A} # (). Daher muss die Konstruktion in einem
Nachfolgerschritt @ + 1 abbrechen. Das heiffit aber es gibt ein «, sodass a, ein
<-maximales Element in M ist.

(3) = (4): Klar, da falls § eine Kette bzgl. C ist, U eine obere Schranke bzgl. C von §

ist.

(4) = (1): Sei M # 0 mit () ¢ M. Wir wollen zeigen, dass es eine Auswahlfunktion f fiir

M gibt. Betrachte § ={f: N - UN | N C M, f Auswahlfunktion fir N}.

Bemerkung. § # (), wir konnen zum Beispiel N = {z} fir ein x € M betrachten.
Nach Wahl von M gilt  # () und wir kénnen f : {2} — =z, f(x) = y fir ein
beliebiges y € x betrachten.

Sei § C § eine Kette in §. Dann ist JF eine Auswahlfunktion fiir eine Teilmenge
von M (die einzelnen Auswahlfunktionen in § sind miteinander ,vertriaglich®, da §
eine Kette ist). Also gilt U T € §. Nach dem HMP existiert also ein e € &, sodass
keine echte Obermenge von z,,., ebenfalls eine Auswahlfunktion fiir eine Teilmenge
von M ist. Dann muss 2,,,, eine Auswahlfunktion fiir M sein: Ansonsten gibt es
ein m € M, sodass &4, auf m nicht definiert ist. Dann wére aber x,,q,, U {(m, x,,)}
fiir ein beliebiges z,, € m eine Auswahlfunktion fiir eine Teilmenge von M mit
Tmaz S Tmae U {(m, z,,)}. Das widerspricht der Maximalitidt von x,,q.. 4

=

]
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7.5 Ordinal- und Kardinalzahlen

Wir betrachten Klassenfunktionen wie zum Beispiel F': ORD — V. Wir beweisen nun,
dass die rekursive Konstruktion tiber Ordinalzahlen im Beweis von Satz [7.11] ((2) = (3))
funktioniert.

Satz 7.12 (Rekursionssatz).
Zu jeder Klassenfunktion G : 'V — V gibt es eine Klassenfunktion F': ORD — V, sodass
fiir alle « € ORD

F(a) = G(F | ), (*)

wobet F' [ a = {(&,z) € axV | F(§) = x}. Hierbei nennen wir (%) die Rekursionsgleichung.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass es fir alle 3 € ORD genau eine (Mengen-)Funktion
f: B — V gibt, die fiir alle & < (3 die Rekursionsgleichung (x) erfiillt, d.h. f(a) = G(f | «).
Eindeutigkeit: Angenommen es existiert noch eine solche Funktion f': S — V. Dann
gibt es ein kleinstes a < f mit f(a) # f'(«a). Dann gilt aber f [ a« = f' | «, also

Q) ®)
fla) =G(f la)=G(f' Ta) = f(a). 4
Existenz: Induktion iiber 5. Angenommen wir haben die Existenz fiir alle 5/ < 8 schon
gezeigt.

1. Fall: 8 = 0. Setze f = 0.

2. Fall: 5 = '+ 1 fiir ein 5/ € ORD. Sei f': [/ — V Funktion welche (x) erfiillt und
setze f = f"U{(F, G(f))}-

3. Fall: 5 ist Limesordinalzahl. Nach (Ers) ist X ={f': 0/ =V | 5/ < g, f" erfullt (x)}
eine Menge, da jedes f’ eindeutig durch das zugehorige 5’ bestimmt ist. Das selbe
Argument liefert, dass f = |J X eine Funktion ist.

Nunsei F=U{f: 8=V | B € ORD, ferfillt (x)}. Dann ist ' wie gewiinscht. O
Nun konnen wir dies fiir die folgende Definition verwenden.

Definition. Die von Neumann-Hierarchie ist wie folgt definiert:

Vo =10,
Va-i—l = P(Va)
fiir Nachfolgerordinalzahlen o + 1 und
W\ = U Va
a<A
fiir Limesordinalzahlen \.
Bemerkung. Dann gilt
V = U V.
ac€ORD

Wir haben schon gesehen, dass Ordinalzahlen durch < (d.h. a < 8 gdw. a € 3) wohlge-
ordnet sind. Dies motiviert den folgenden Satz.

Satz 7.13. Jede Wohlordnung < auf einer Menge M ist zu genau einer Ordinalzahl
ordnungsisomorph. Wir nennen diese Ordinalzahl den Ordnungstyp von <.
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Beweis. Sei (M, <) eine Menge mit einer Wohlordnung <,,. Wir suchen a € ORD
und einen Ordnungsisomorphismus ¢ : (a, <) = (M, <ps). Wir definieren F': ORD —
M U{M} durch

mine, (M\ F'8) , falls M ¢ F'8 = {F(¢) | € € 5}
M , sonst.

F(B) = { (°)

Der Rekursionssatz (7.12)) garantiert, dass wir F' so definieren konnen.

1. Fall: M ¢ F"ORD (d.h. M ist nicht im Wertebereich von F'). Dann ist F' eine
ordnungstreue Abbildung von ORD nach M, insbesondere also injektiv. Dann wére
aber wegen (Ers) ORD = F~'M eine Menge. Widerspruch. 4

2. Fall: M € F" ORD. Sei a € ORD minimal mit F'(a) = M. Dannist F' [a: o — M
der gesuchte Ordnungsisomorphismus.

Somit fehlt nur mehr die Eindeutigkeit von a. Sei f' : o — M fiir o/ € ORD ein
zweiter Ordnungsisomorphismus. Betrachte F' = f" U {(5,M) | § > «'}. Dann erfiillt
F’": ORD — M U{M} die Rekursionsgleichung (o) und die Eindeutigkeit aus dem Beweis

von Satz (Rekursionssatz) liefert, dass F' = F’. Also folgt o = o'. O
Beispiel. Sei f: w+1 — w die folgende Funktion: f(n) = n+1 fiir alle n € w und f(w) = 0.
0 1 2 3 w+1

0 1 9 3 e w

Dann ist f zwar eine Bijektion, aber kein Ordnungsisomorphismus.

Man kann zusammenfassend sagen, dass Ordinalzahlen die Wohlordnungen von Mengen
charakterisieren. Wir wollen uns nun mit Kardinalzahlen beschaftigen, welche im Gegensatz
dazu Machtigkeiten von Mengen charakterisieren.

Definition. Zwei Mengen a und b heiflen gleichmdchtig, wenn es eine Bijektion zwischen
a und b gibt. Wir sagen in diesem Fall auch, dass a und b die gleiche Kardinalitdt haben.
Die Mdchtigkeit (oder auch Kardinalitit) |a| einer Menge a ist die kleinste Ordinalzahl,
die gleichméchtig zu a ist, d.h. |a| = min{a € ORD | 3f : a — a bijektiv}. (Dieses
Minimum existiert, da ORD wohlgeordnet ist.)

Bemerkung. Zu jeder Menge a gibt es eine solche Ordinalzahl o, da jede Menge wohlgeordnet
werden kann (mit (AC)) und jede Wohlordnung zu einer Ordinalzahl isomorph ist (Satz

und Satz [7.13)).

Beispiel. [N| = |w| =w, [5| =5, [w+ 1| =w, |w+ w|=w.
Definition. Eine Ordinalzahl o heifit Kardinalzahl gdw. |a| = a.

Definition. Fiir eine Kardinalzahl s heifit die kleinste Kardinalzahl > s der Nachfolger
von £ und wir schreiben pu = k.
Eine Kardinalzahl x # 0 heifit Nachfolgerkardinalzahl, falls k = vt fiir eine Kardinalzahl

v < k gilt, ansonsten heiflt k Limeskardinalzahl.
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Bemerkung (ACHTUNG!). w+ 1 # w™.

Lemma 7.14.
(1) Alle natirlichen Zahlen > 0 sind Nachfolgerkardinalzahlen.
(2) w ist eine Limeskardinalzahl.

Beweis.

(1) Man sieht sofort, dass falls f : n — m eine Bijektion ist fiir n,m € N, dann n =m
gelten muss. Also |n| = n, d.h. n ist eine Kardinalzahl fir n € N. Aulerdem gilt
n+1=n" fir allen € N.

(2) Fir n € N kann es keine Bijektion f: n — w geben. Also gilt |w| = w. Auerdem
gibt es kein n € N mit n*t = w, also ist w eine Limeskardinalzahl.

O
Auflerdem kann man die folgende Tatsache leicht sehen.
Fakt. Jede unendliche Kardinalzahl ist eine Limesordinalzahl.
Lemma 7.15. Sei X eine Menge von Kardinalzahlen. Dann ist |J X eine Kardinalzahl.

Beweis. Man kann leicht nachrechnen, dass | X eine Ordinalzahl ist. Wir miissen noch
zeigen, dass es keine Ordinalzahl o < [J X gibt, die gleichmachtig zu [J X ist.

Angenommen a < [J X, d.h. a € [JX. Dann gibt es ein K € X mit o € k bzw. a < k. Da
r eine Kardinalzahl ist gibt es keine Surjektion f: a — k. Wegen k € X gilt kK C U X,
d.h. es kann auch keine Surjektion g : o — J X geben. O

Das folgende Resultat wurde in den Ubungen bereits gezeigt.

Lemma 7.16 (Satz von Cantor).
Sei a eine Menge. Dann gilt |a| < |P(a)|.

Hieraus folgt, dass es beliebig grofie Nachfolgerkardinalzahlen gibt, da k < k™ < |P(k)|
fir Kardinalzahlen x gilt. Wegen Lemma ist auch U{k, k™, kT kT ...} wieder
eine Kardinalzahl, also gibt es auch beliebig grofle Limeskardinalzahlen.

Korollar 7.17. Es gibt eine echte Klasse von Kardinalzahlen.

Definition. Wir bezeichnen die (echte) Klasse aller Kardinalzahlen mit KARD. Aulerdem

schreiben wir Xy = w (sprich ,,Aleph-0“) fiir die kleinste unendliche Kardinalzahl und fir
alle @ > 0, o € ORD, X, fiir die kleinste Kardinalzahl x, sodass k > Np fiir alle 8 < a.

Beispiel. NO s Nl ,Ng, Ng, c. Nan Nerl; .
N~~~

=W —yt

»Wir zahlen die Kardinalzahlen mit Hilfe von Ordinalzahlen auf* Dabei ist N; die erste
iiberabzéhlbare Kardinalzahl.

Bemerkung. Es stellt sich die Frage wie , grof* ist N;? Gilt 8; = |R| 4 |P(w)| ? Dies ist die
Kontinuumshypothese (von Cantor) und man kann zeigen, dass sie in ZFC weder beweisbar
noch widerlegbar ist. Das heifit es gibt Modelle von ZFC in denen die Kontinuumshypothese
wahr ist und andere Modelle von ZFC in denen die Kontinuumshypothese falsch ist. Dies
wird in der Vorlesung Aziomatic Set Theory behandelt.
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Nun wollen wir Rechenoperationen auf Kardinalzahlen betrachten.
Definition. Seien x und A Kardinalzahlen. Dann definieren wir
(1) 5+ A= [(x x {0}) U (A x {1})],
(2) K- A= |k x A, und
(3) K} =1|{f: A\ = k| [ ist eine Funktion}|.

Bemerkung. Achtung, diese Operationen stimmen im Allgemeinen nicht mit denen fiir
Ordinalzahlen tiberein! Aber fir natiirliche Zahlen entsprechen sie genau den bekannten
Operationen.

Das Ziel, ist den folgenden Satz zu beweisen, welcher zeigt, dass die Operationen + und -
fiir Kardinalzahlen trivial sind.

Satz 7.18 (Satz von Hessenberg). Fir alle Ordinalzahlen o gilt

Korollar 7.19. Fir alle Ordinalzahlen o und S gilt
Ny +Ng =R, - Rg = Nyjae(a,9)-
Beweis von Korollar[7.19. Angenommen « < 3, der andere Fall geht analog. Dann gilt
Ng <N, +Ng <N, -Ng < Ng - Rg = Ng.

Die Gleichheit folgt aus Satz die Ungleichungen lassen sich mit Hilfe der Definition
leicht nachrechnen. O

Fir den Beweis von Satz [7.1§ bendtigen wir eine allgemeinere Version des Rekusionssatzes
und den daraus folgenden Satz von Mostowski.

Definition. Sei R C C x (' eine zweistellige Relation auf einer Klasse C. Dann heifit R
mengendhnlich, wenn fir alle y € C, {z|(z,y) € R} eine Menge ist.

Beispiel. Die Relation < auf ORD ist mengenahnlich.

Satz 7.20 (Rekursionssatz, allgemeine Form). Sei R C C'x C' eine zweistellige Relation auf
einer Klasse C' die fundiert und mengendhnlich ist. Sei G: C'xV — V eine Klassenfunktion.
Dann gibt es eine eindeutige Klassenfunktion F: C'— V', sodass

Vee C F(x)=G(x,F | {y € C|yRz}).

Definition. Sei R C C' x C eine zweistellige Relation auf einer Klasse C'. Dann heifit R
extensional, wenn fir alle x,y € C' gilt, dass

Vz € C(zRzx <> zRy) — = =v.

Beispiel. Die Relation < auf ORD ist extensional.
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Satz 7.21 (Mostowski Kollaps). Sei R C C' x C' eine zweistellige Relation auf einer Klasse
C die fundiert, mengendhnlich und extensional ist. Dann gibt es eine eindeutige transitive
Klasse M und eine eindeutige Bijektion F': C' — M, sodass fiir alle x,y € C gilt

zRy < F(z) € F(y).

Beweis. Anwendung von liefert die Existenz der rekursiv definierten Funktion F'(z) =
{F(y) |y € C ANyRz}. Die restlichen Eigenschaften kann man leicht nachrechnen. O

Beweis von Satz[718. Wir betrachten die folgende Ordnung <* auf der Klasse ORD x ORD.
Fiir (d,¢), (0", €) € ORD x ORD sei (6,¢) <* (¢, €) genau dann, wenn entweder

(1) max(d,€) < max(d',€') oder
(2) max(d,€) = max(d',€') und 6 < ¢ oder
(3) max(d,€) = max(d',€') und 6 = ¢ und € < €.

Ubungsaufgabe: Rechnen Sie nach, dass <* auf ORD x ORD eine fundierte, extensionale,
mengenahnliche Relation ist.

Wir definieren die Godelsche Paarfunktion m aus <*: Der Mostowski Kollaps liefert eine
bijektive Abbildung 7: ORD x ORD — ORD, sodass (§,¢) <* (¢’,€') genau dann, wenn

w((0,€)) < m((d',€)).

Beispiele:
e m((0,0))=0=
« m((0,1)) = {=((0,0))} = {0} = 1,
« m((1,0)) = {=((0,0)),7((0,1))} = {0,1} = 2,
m((1,1)) ={0,1,2} = 3.

Nun wollen wir zeigen, dass [N, x R,| = R,. Dazu betrachten wir eine Einschrankung der
Godelschen Paarfunktion 7. Fiir ein v € ORD sei 7, = 7 [ (7 x 7v) — ORD. Betrachte
ran(my) = {m((6,€))|(,€) <* (v,7)}. Dann ist ran(m,) ¢ v. Wegen der Definition des
Mostowski Kollapses ist ran(m,) eine Ordinalzahl, also gilt entweder v € ran(m,) oder
v = ran(m,). Wir wollen per Induktion tiber die Kardinalzahlen zeigen, dass fir alle
Kardinalzahlen N, der letztere Fall eintritt.

Fiir Ny ist dies leicht zu sehen. Also nehmen wir an die obige Aussage gilt nicht und
wahlen o > 0 minimal, sodass R, € ran(my,) gilt. Insbesondere gibt es dann ein Paar
(6,€) € N, x X, mit 7((d,¢)) = N,. Da R, eine unendliche Kardinalzahl und damit
insbesondere eine Limesordinalzahl ist, gibt es eine Ordinalzahl p, sodass d,e < p < N,,.
Wegen (0,¢) <* (p+1,p+ 1) und 7((d,€)) = N, gilt X, € ran(w,;1). Da (wie oben fiir
v argumentiert) ran(m,41) eine Ordinalzahl ist und damit transitiv, folgt insbesondere
N, C ran(m,41). Das heifit es gibt eine Surjektion

frlp+1) x(p+1) =N,
Da p+1<R,,ist |p+ 1] = Xp fiir ein f < a. Wegen Minimalitdt von a, ist

WNH:NBXNB_}NB
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bijektiv. Auflerdem gibt es eine Bijektion
g: Ry x g = (p+1) x (p+ 1),
da |p+ 1| = Rsz. Dann ist aber
fogomy : Rg =R,
surjektiv, ein Widerspruch zu 8 < a. Dies beendet den Beweis von Satz [7.1§| O]

Im Gegensatz zur Addition und Muliplikation, zeigt die Potenzierung bei Kardinalzahlen
ein sehr interessantes Verhalten. Ein erstes Beispiel haben wir schon mit der Kontinuums-
hypothese gesehen, welche man ebenso als 2% = X, formulieren kann. In Anbetracht der
Zeit sei hier nur auf die Literatur (zum Beispiel [3]) oder die Bachelorarbeit von Clara,
Unterberger, welche auf meiner Homepage zu finden ist, verwiesen.
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