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1. EINFUHRUNG

1.1. Notation.

Definition 1.1.1. (Matrizen) Matrizen kann man als ein rechteckiges Schema von Zahlen definieren.

1 2 3 4 5
A= 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

Die Matrize A hat 3 Zeilen und 5 Spalten.

e a;; bezeichnet das Element in Zeile i und Spalte j. Hier ajo =2 und az4 = 14

e Hat eine Matrize n Zeilen und m Spalten, wird sie eine n X m-Matrize genannt, z.B. ist A eine
3 x 5 Matrize.

e Wenn n = m, wird die Matrize quadratisch genannt. Wenn n # m, wird sie rechteckig genannt.
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Definition 1.1.2. (Kronecker-Delta Symbol) Seien i, j € N. Dann

5ij:_{1 fiir i = j

0 sonst

Man beachte: Die senkrecht geschwungene Klammer bezeichnet eine Fallunterscheidung. Das Wort
“sonst” bezeichnet die {ibrigen (nicht explizit beschriebenen) Fille. Das Zeichen “:=" (definitorisches
Gleichheitszeichen) bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird.

Ein allgemeines Polynom n-ten Grades hat die Form p(x) = ag + ayx + axx* + - - - +a,x". Mit der Hilfe
dem Summenzeichen schreibt man p(x) = ¥ ,a;x'. Hier wird i Summenindex genannt. Der Summenin-
dex nimmt alle ganzen Zahlen beginnend mit der unteren Grenze bis zur oberen Grenze an.

Beispiel 1.1.3.

(2) Z?:lai:a1+a2+...+an

3) Zf’:17:7+71+7:21

@ X2 t=1+5+5+

(5) Seil:{4,5,7}.Dann Zielai:a4+a5—|—a7,

Beispiel 1.1.4. (weitere Besispiele und Bemerkungen)

(1) Indexverschiebung: ):?:3 a; = 2321 ajio

(2) Doppelsummen: Z}go Zé}:o 0;j =5

(3) Nach Definition ist das Ergebnis einer allgemeinen Summe gleich 0, falls die untere Grenze grofler
als die obere Grenze ist.

Definition 1.1.5. (Produktzeichen) Seien by, -- -, bs reelle Zahlen. Dann bezeichnet His: 1 bi das Produkt
b1byb3bsbs. Nach Definition ist das leere Produkt (wenn die obere Grenze kleiner als die untere Grenze)
gleich 1.

Man beachte [T}, 7x; = 7'°TT}2, x..

Diskussion 1.1.6. Teleskopsumme, Teleskopprodukt

o (Teleskopsumme) Y7 (aiy1 —a;) = (a1 —ao) +(ax—a1)+ (az —a2) +- - - (an1 —ay) = an+1 —ao.
e (Teleskopprodukt) [T7 | -4 = %

aj—1 ap’

1.2. Vollstindige Induktion. Betrachten wir das folgende Beispiel.
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1 =1""  A®1)

1+3 =22 A(2)
1+3+5 =32  A(3)
14+34+5+7 =42 A4)

1+3+45+7+9 =5 A(®5)

Anhand der obigen Gleichungen koénnen wir die folgende Vermutung/Behauptung formulieren. Sei
n € N und sei A(n) die Aussage: Die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen ist gleich n*>. Wir
behaupten, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Aussage A(n) wahr ist. Das heit, wir behaupten das
unendlich viele Aussagen wahr sind. Um unsere Vermutung zu beweisen, miissen wir die Sammlung der
natiirlichen Zahlen, N, etwas genauer anschauen.

Diskussion 1.2.1. (Schliisseleigenschaften der natiirlichen Zahlen)

(1) 0 ist eine natiirliche Zahl

2) Istn e N,dannn+1 € N.

(3) n+1#0 fiir jede n € N.

(4) Wenn n,m natiirlichen Zahlen sind und n+ 1 = m+ 1, dann gilt auch n = m.

(5) Jede natiirliche Zahl n kann durch endlich viele Schritte von O mit Addition von 1 erreicht werden.

Bemerkung 1.2.2. Sei k € N. Ahnlich zu (5) kann jedes n > k durch endlich viele Schritte von k mit
Addition von 1 erreicht werden.

Diskussion 1.2.3. (Vollstindige Induktion) Um eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n > k zu
beweisen, wobei k eine gegebene natiirliche Zahl ist, kann man folgenderweise vorgehen:
(1) (Induktionsanfang) Uberpriife ob A(k) gilt.
(2) (Induktionsschritt) Zeige das Folgende: Wenn n > k eine beliebige natiirliche Zahl ist und A(n)
gilt, gilt auch A(n+ 1). Die Annahme, dass A(n) gilt, wird Induktionsannahme genannt.
Wenn die Induktionsanfang und den Induktionsschritt gelten, kann man daraus schlieBen, dass die Aussa-
ge A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n > k gilt.

Behauptung 1.2.4. Sei n eine beliebige natiirliche Zahl, n > 1. Dann ist die Summe der ersten n ungeraden
natiirlichen Zahlen gleich n?.

Beweis. Induktionsanfang: Die Behauptung A(1) gilt.
Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir n: Y7_, (2k — 1) = n?.

Induktionsschritt: Dann

Aln+1) :nf(zk—l): Zn:(Zk—l)+(2n—|—2—l) =n*42n+1=(n+1)>
k=1 k=1
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Da jede natiirliche Zahl n > 1 durch endlich viele Schritte von 1 mit Addition von 1 erreicht werden
kann, gilt A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1. O

Diskussion 1.2.5. (Schliisseleigenschaften II)

A. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt das Folgende: Entweder n = 0 oder es gibteinm € N, sodassn =m+ 1.
Im letzteren Fall sagen wir, dass n ein Nachfolger (von m) ist.

B. Jede Teilmenge (Sammlung) von natiirlichen Zahlen, die wenigstens ein Element hat, hat ein kleinstes
Element.

Als nichstes werden wir einige wichtige Begriffe einfiihren. Die Menge, die keine Elemente hat, wird
die leere Menge genannt und eine Menge, die wenigstens ein Element hat, wird nicht leer genannt.

Beweis. (Indirekter Beweis: Vollstindige Induktion) Angenommen den Induktionsanfang A(1) und den
Induktionsschritt gelten. Wir behaupten, dass fiir jede n > 1, A(n) gilt. Wenn das nicht der Fall ist, dann
gibt es eine Zahl m > 1, so dass A(m) falsch ist. Dann ist die Menge X aller k € N,k > 1, so dass A(k)
falsch ist, nicht leer und damit hat X ein kleinstes Element. Sei m diese kleinste Zahl. Dann mo = ng + 1
fiir ein ng. Da A(1) wahr ist, mo > 1 und damit ny > 1. Es gilt ngp < mg und da my die kleinste Zahl in X
ist, haben wir ng ¢ X. Da ng > 1 ist, ist A(ng) wahr. Allerdings gilt nach dem Induktionsschritt A(ng+ 1)
auch. D.h. A(my) ist wahr, was ein Widerspruch ist! Damit ist die Existenz der Zahl m widerlegt und ist
alles bewiesen. U

Behauptung 1.2.6. (Summenformel fiir die geometrische Reihe) Sei g € R, # 1 und sei n € N. Dann gilt
n+1

n k_l_q
I
k=0 -4

Beweis. Induktionsanfang: Sei n = 0. Dann
1— q0+1 B 1—g

=1.
l—gq l—gq

0
Z qk = qo =1und
k=0

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir n:

n k_l_anrl

Y 4=

k=0 l—¢q
Induktionsschritt:
n+1 n
Yd=q""+Y d
k=0 k=0
1— qn-H
=¢""+ o nach Induktionsannahme
—q
n+1 1— 1— n+1
_4 ( f]) * q Zusammenfassen der Briiche
—q
B 1— qn+2

l—gq
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Behauptung 1.2.7. Sein > 1. Es gilt

n—1

S|
kgzk(k—m_ n

Beweis. Induktionsanfang Sei n = 1. Die Behauptung gilt.
Induktionsannahme Die Behauptung gelte fiir n:

n—1

|
kgzk(k—l)_ n

Induktionsschritt

noog 1
C k(k—1) X Kk—1) i Dnr1-1)

+ nach Induktionsannahme
n n(n+1)

(n—=1)(n+1) 1
n(n+1) n(n+1)
ot 1
~n(n+1) +n(n+1)
B n?—1+1

n(n+1)

n+1

Zusammenfassen der Briiche

0

Definition 1.2.8. (Fakultit) Sei n € N. Die Fakultét n! (auch genannt n faktorielle) ist rekursiv definiert

durch0!:=1, (n+1)! := (n+ 1)nl.

Diskussion 1.2.9. (Geschlossene Darstellung) Aquivalenterweise kann man die folgende (geschlossene)
Definition geben n! := []}_, j. Beachte, dass nach Definition H(,)-:1 j = 1. Damit gilt auch 0! = 1 in der

geschlossenen Darstellung.
1.3. Binomischer Lehrsatz.

Definition 1.3.1. Definition (Binomialkoeffizient)
Der Binomialkoeffizient (Z) fiir n € N, k € Z ist rekursiv definiert durch:
M () =1
(2) (}) =0 fiirn € Nund k <0 oder k > n.

3 () =02+ (") firn>1und 0 <k <n.

Lemma 1.3.2. (Geschlossene Darstellung der Binomialkoeffizienten)
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Fiir alle n € N und alle k € N mit k < n gilt:

nach Behauptung 1.3.3.(2). Induktionsannahme: Es gelte ( ) 1.
() ()-H—n n+1.

—_—

(3) Induktionsanfang:

Induktionsschritt: !

Behauptung 1.3.3.
(1) Fiiralle n € N gilt () = 1.
(2) Fiir alle n € N gilt (Z) =1.
(3) Fiir allen € Nmit 1 <n gilt ( )
Beweis.
(1) Induktionsanfang: (8) = 1. Induktionsannahme: Es gelte (;) = 1.
Induktionsschritt: (”gl) ( ) ( ) 0+ 1 =1 (nach Definition und Induktionsannahme).
(2) Induktionsanfang: (8) = 1 nach Definition. Induktionsannahme: Es gelte ( ) =1.
Induktionsschritt: (Zi ) ( ) (n +1) = 140 =1 (nach Definition und Induktionsannahme).
(=1
("7) =

N
-3

Bemerkung 1.3.4.
(1) Fiiralle n € N gilt (§) = =%0-
(2) Firallen € N gilt () = 2.
(3) Firalle n € N gilt (}) = 122y
Behauptung 1.3.5. Firallen € N,2<nund 1 <k <n—1 gilt

(0) = oo

Beweis. Induktionsanfang: n = 2, daher k = 1.
e (Version 1) Nach Definition, Behauptung 1.3.3.(1,2) gilt: (}) = () + (}) = 1 +1=2.
e (Version 2) Nach Behauptung 1.3.3.(3) gilt (2) =2.
Induktionsannahme: Es gelte (Z) = mw k),k, firl <k<n-—1.
Induktionsschritt: Sei 1 < k£ < n. Dann gilt

1
(n—;{_ ) = <Z) + (ki 1) nach Definition

= k!(nni oI + k—1)! (Z' k1) nach Induktionsannahme
n! n! )

S k= D)=k k=D in—k+ ).(n—k)] rweitern

nl(n—k+1)+nlk
T K-kt 1)
o (m+D)r (n4 1)

kA 1—k) kl(n1—k)!

Zusammenfassen der Briiche
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Diskussion 1.3.6. Damit wird erhalten:

(Z) - (n—nl!c)!k! L OIE’;— >

Definition 1.3.7. (Binomialkoeffizient-Erweiterung) Sei o € R, k € N. Dann

<Z> _ Hf-‘_‘dlifﬂ—i)‘

Proposition 1.3.8. (Binomischer Lehrsatz) Seien a,b € R, n € N. Dann gilt

wror= £ ()

k=0
Beweis. Induktionsanfang: n =0, (a+b)° = 1. Andererseits ¥, (1)a*b"* = (§)ab" = (8) a®p’ = 1.

Induktionsannahme: Es gelte
n
wror=3 (Yo
=0 \J

J

Induktionsschritt:
(a+b)" = (a+b)a+b)"=(a+b)y (")a’b”f
j=o\J
3 n jzn—j < +1n— n—j+1
:Z<~>"]b J(a+b):Z((>J b f+(>afb j >
=0 \J =0 \J J
- Z (”) a4 Z (")alb”“f
j=0 \J j=0 \J
n+l n 1 n+1 ol
lbl’l i Ayt
L ()5 ()

i j=0

Indexverschiebung i=j+1; L-v. umbenennen < j_ 1> =0
n

n+1 n il n+1 i
_ bn i aipti—i
L (") n (i)

n
< = 0; L-v. umbenennen

<<,j 1>aibn—i+1 + (’:) aibn-l-l—i)

n+1 ) )
E ()
(Yo
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Das beweist den binomischen Lehrsatz. O

2. AUSSAGENLOGIK
2.1. Logische Operatoren.

Definition 2.1.1. (Aussage) Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder zutrifft (wir sagen auch “sie
ist wahr”, oder “sie gilt”’) oder nicht (alternativ, “ist falsch”, oder “sie gilt nicht”).

Es gibt Aussagen, die wegen ihrer Struktur immer wahr, oder immer falsch, sind. Im Allgemeinen
beschiftigt sich die Aussagenlogik mit der Giiltigkeit von Aussagen im Bezug auf ihre Struktur. Betrachte
die folgenden Beispiele:

Beispiel 2.1.2.

(1) Findus kommt zu Besuch oder Findus kommt nicht zu Besuch.

(2) Pettersson kommt heute zu Besuch und Pettersson kommt heute nicht zu Besuch.
3)2>5,2<5

(4) Der Mond ist ein Planet. Der Mond ist kein Planet.

(5) Jeder Mensch in diesem Saal beherrscht 100 Sprachen.

(6) Es gibt eine Person im Saal, die weniger als 100 Sprachen beherrscht.

(7) Es gibt keinen Mensch, der 100 Sprachen beherrscht.

Definition 2.1.3. (Und A, Oder V, Nicht —) Seien a und b Aussagen.

(1) Dann ist a A b eine Aussage, die genau dann wabhr ist, wenn beide a und b wahr sind.

(2) DannistaV b eine Aussage, die genau dann wahr ist, wenn mindenstens eine der beiden Aussagen
wahr ist.

(3) Dann ist —a eine Aussage, die genau dann wahr ist, wenn a falsch ist.

Um die Reihenfolge von Operatoren (Junktoren) zu bestimmen werden Klammern benutzt. Sonst bin-
det — stérker als A und A stirker als V. Betrachte die folgenden Beispiele:

(1) (Das Wintersemester hat angefangen.) A (v/2 ¢ Q) ist wahr,

) (V2 ¢ Q) A (V2 €R) ist wahr.

(3) (2+5=7)V (V2 € Q) ist wahr, obwohl v/2 ¢ Q.

4) (24+5=28)V (V2 € Q) ist falsch, da beide Aussagen falsch sind.
(5) ~(2+5=28)V (V2 € Q) ist wahr.

(6) ~(V/2 € Q) ist wahr

(7) ~((v2€Q)V (2+5=8)) ist wahr.

Definition 2.1.4. (Implikation =, Aquivalenz <)
Seien @ und b Aussagen.

o (a=b):=(-a)Vb
e (aeb):=(a=b)N(b=a)

Ein Theorem (oder Satz) ist meist eine Aussage der Form Voraussetzung = Resultat.
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2.2. Wahrheitstafeln. Der Wahrheitswert von einer Aussage kann mit der Hilfe von Wahrheitstafeln
iberpriift werden.

‘a‘b‘a/\b‘a\/b‘—'a‘—'(—'a)‘aéb‘a@b‘
wiw| w w f w w w
wifl f | w | f| w f f
flw| f wo|lw | f w f
A I T A Y A U U B 4 w w

Definition 2.2.1. (Aussagenvariable) Eine Aussagenvariable ist eine Unbekannte, die entweder wahr oder
falsch ist. Da es sich nur um zwei mogliche Werte handelt, wird oft “wahr” mit 1 notiert, und “falsch” mit
0. Man spricht auch von biniren Variablen.

Wir kénnen die Aussagen als Bausteine verwenden und die Operationen Und (A), Oder (V), Nicht (—),
Implikation (=), Aquivalenz (<) als Operatoren, um neue Aussagen zu konstruieren.

Definition 2.2.2. (Aussagenlogische Formel) Eine aussagenlogische Formel ist eine Zeichenkette, beste-
hend aus Aussagenvariablen, den logischen Operatoren —, A, V,=, < und den Klammern “(”, ©)”, die

e entweder aus genau einer Aussagenvariable besteht,
e oder die Form (—a), (a Ab), (aVb), (a = b), (a < b) hat, wobei a und b bereits mit diesen
Regeln konstruierter aussagenlogische Formel sind.

Diskussion 2.2.3. (Bewertung) Sei B die Sammlung aller Aussagenvariablen und sei .¥ = .Z(B) die
entstehende Sammlung aller aussagenlogischer Formeln.

(1) Jede Funktion S : B — {0, 1} wird Bewertung genannt.
(2) Fiir jede Bewertung S exsistiert genau eine Funktion

S:2(B)— {0,1}

mit der Eigenschaft S(a) = S(a) fiir jede Aussagenvariable a.
(3) S wird auch Bewertung genannt.

Die Funktion S ist eine Erweiterung von S und ist eindeutig von S bestimmt.

Definition 2.2.4. (Aquivalenz aussagenlogischer Formeln) Zwei aussagenlogische Formeln a, 8 heifen
dquivalent, oder gleich (Schreibweise o = ), wenn fiir jede Bewertung S gilt

S(e) = S(B).

Definition 2.2.5. (Tautologie, Widerspruch) Eine Tautologie ist eine Aussage, die immer (ohne Bezug
auf die Wahrheitswerte anderer Aussagen) wahr ist. Eine Tautologie wird mit 1, oder auch T bezeichnet.
Ein Widerspruch (oder eine Kontradiktion) ist eine Aussage, die immer falsch ist. Ein Widerspruch wird
mit 0, oder auch _L bezeichnet.
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2.3. Rechenregeln der Aussagenlogik.

Diskussion 2.3.1. (Doppelte Verneinungen) Doppelte Verneinungen fallen weg. Es gilt =(—a) = a.

La|~a|~(-a) |
wl f w
wl f w
flw| f
flw f

Theorem 2.3.2. (Kommutativ-, Assoziativ-, Distirbutivgesetz) Fiir die Operationen A,V ,— gelten
(1) anb=bANa,aVb=bVa
(2) aN(bAc)=(aNb)Nc,aV (bVc)=(aVb)Vc
(3) an(bVc)=(anb)V(aAc),aV(bNc)=(aVD)N(aVc)

Beweis. Mit der Hilfe einer Wahrheitstafel wird a A (b A c) = (a Ab) A c tiberpriift:

alb|c|anb|bAc|(anb)Nc|aN(bAc)
0/0/0| O 0 0 0
0(oj1| O 0 0 0
0[1(0| O 0 0 0
Of[1]1]| O 1 0 0
1/0(0] O 0 0 0
1j0j1]| O 0 0 0
1j1]0] 1 0 0 0
1{1]1 1 1 1 1
Ahnlich kénnen wir a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac) iiberpriifen:
alb|lc|bVc|lan(bVc)|anb|aNlc|(aNb)V(aNc)
0/0j0| O 0 0 0 0
0/01] 1 0 0 0 0
0/110] 1 0 0 0 0
O|1]1] 1 0 0 0 0
11010] O 0 0 0 0
1101 1 1 0 1 1
111]0| 1 1 1 0 1
1171 1 1 1 1 1

Theorem 2.3.3. (Gesetz von De Morgan) Fiir Aussagen a und b gelten:
(1) =(aVb)=(—a)A(—-b)
(2) —~(anb)=(=a)V (=b)



12 VERA FISCHER

Beweis.

S OO =|>
o O O =
O = = =

Theorem 2.3.4. (Rechenregeln)

(1) Verschmelzungsgesetze: aV (bAa)=a, aN(bVa)=a

(2) Idempotenzgesetze: aVa=a, aNa=a

(3) Neutralitiitsgesetze: aV 0 =a, aNl=a

(4) Extremalgesetze: av1=1,aN0=0

(5) Komplimentaritdtsgesetze: aNV —a=1,aN—a=10

(6) Dualitditsgesetze: -0=1, -1 =10

(7) Doppelnegationsgsetz: —(—a) = a,

(8) Gesetze von De Morgan: —~(aV b) = —~a A —b, =(aANb) = —aV —b.

Behauptung 2.3.5. (Umformulierung der Implikation) Es gilt (p = ¢q) = (—g = —p).
Beweis. Beweis

(p = q) = (-pVq) Definition

= (¢ V—p) Kommutativitit

= (—(—q) V—p) Doppelnegation
= (

—g = —p) Definition

Bemerkung 2.3.6. Andererseits gelten weder (p = g) = (—p = —¢g), noch =(p = ¢q) = (-p = —q).

Wenn fiir Aussagen p und g die Implikation p = ¢ gilt, heilt p hinreichend fiir g und g heilit notwen-
ding fiir p. Man beachte:

a) Wenn p gilt, dann gilt auch q.
b) Wenn g nicht wahr ist, dann kann es nicht sein, dass p gilt.

Proposition 2.3.7. Die folgende Aussagen sind Tautologien:
(1) a=a
@) (((=b) = b) = b)
3) ((a=b)V(b=a))
@ (~(aA(=a)))

Beweis.
(1) (a=a)=(-aVva)=1
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(2)
(((=b) = b) = b) = —((=b) = b) Vb
= ~(=(=b)Vb) V b)
= —~(bVb)Vb
= -bVb=1

3) (a=b)V(b=a))=(-aVb)V(-bVa)=1
@ (—(an(=a))) = (ma)V=(-a) = —aVa=1

Aufgabe 1. Sind die folgenden Aussagen Tautologien?
M (p=a)N(g=r))= (p=4q)
@ ((p=4q)A(=q)) = —p
3) (=gVp) = (-p=—q)
@) pVip=4q)=q
2.4. Kontraposition, DNF, KNF.
Diskussion 2.4.1. (Kontraposition) Seien p,q Aussagen. Da (p = ¢) = (=g = —p) gilt, wird
Kontraposition (von p = ¢) genannt.

Lemma 2.4.2. Sein € N. Es gilt 2 | n> = 2| n.

Beweis. (Beweis mittels Kontraposition) Sei n € N. Es ist geniigend zu beweisen, dass 2 fn = 2 fn°.
Wenn 2 Jn, ist die Zahl n ungerade und damit existiert k € N mit n = 2k + 1. Dann ist n> = 4k> 44k + 1 =
2(2k* +2k)+ 1 und 2 Jin®. O

Definition 2.4.3. (disjunktive Normalform) Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normal-
form, falls sie eine Disjunktion mehrerer Teilformeln ist, die wiederum alle eine Konjunktion von Aussa-
genvariablen und negierten Aussagenvariablen sind.

Beispiel 2.4.4. Seien p, q,r Aussagenvariablen. Dann sind die Formeln p, pV—gq,
(pA@NV(—pA=g@)V(pA—q), (p AgA(—r))V(=pAq)V(r A—gq) in disjunktiver Normalform.

Theorem 2.4.5. Sei o eine beliebige aussagenlogische Formel, die kein Widerspruch ist. Es existiert eine
Formel o/ in disjunktiver Normalform, so dass ot = o'.

Seien ay,--- ,a, alle Aussagenvariablen, die in o auftreten. Um « zu konstruieren folgt man dem
folgenden Algorithmus:
(1) Stelle die Wahrheitstafel von o mit den Aussagenvariablen links und den Wahrheitswerten von o
rechts auf.
(2) Streiche alle Zeilen, in denen & den Wert O hat.
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(3) Ordne jeder der verbliebenen Zeilen eine Und-Verkniipfung von allen Variablen a; zu, die in dieser
Zeile den Wert 1 haben und von den Negation —a; aller Variablen, die in dieser Zeile den Wert 0
haben.

(4) Die Aussage o ist die Oder-Verkniipfung aller gerade konstruierten Und-Glieder.

Betrachte, die folgende Wahrheitstabelle.

alblc|a \Y,
00|01 ]|—-an—-bA—-c
0[{0]|1]0 —
0101 maNbA—c
Oj1|1]1 —aAbAc
1/0[{0]| 1| aAN-bA-C
1/{0[1]0 —
1{1]0]0 —
11|11 alANbANc

Dann ist &’ wie erwiinscht, wobei
o = (maN—bAN=c)V(maNbA-c)V(maAbAc)V(aN—bA-c)V(aNbAc).

Definition 2.4.6. (konjunktive Normalform) Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normal-
form, falls sie eine Konjunktion mehrerer Teilformeln ist, die wiederum alle eine Disjunktion von Aussa-
genvariablen und negierten Aussagenvariablen sind.

Beispiel 2.4.7. Seien p,q,r Aussagenvariablen. Dann sind die Formeln p, pA—g,
(pVON(—pV—=g)AN(pV—q), (pVqV (—r))A(=pV q)A\(rV —q) in konjunktiver Normalform.

Theorem 2.4.8. Sei « eine beliebige aussagenlogische Formel, die keine Tautologie ist. Es existiert eine
Formel o' in konjunktiver Normalform, so dass ot = o'

Seien ay,--- ,a, alle Aussagenvariablen, die in o auftreten. Um « zu konstruieren folgt man dem
folgenden Algorithmus:

(1) Stelle die Wahrheitstafel von o mit den Aussagenvariablen links und den Wahrheitswerten von o
rechts auf.

(2) Streiche alle Zeilen, in denen o den Wert 1 hat.

(3) Ordne jeder der verbliebenen Zeilen eine Oder-Verkniipfung von allen Variablen a; zu, die in
dieser Zeile den Wert 0 haben und von den Negation —a; aller Variablen, die in dieser Zeile den
Wert 1 haben.

(4) Die Aussage o ist die Und-Verkniipfung aller gerade konstruierten Oder-Glieder.

Betrachte die folgende Wahrheitstabelle:
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a|lb|c|a A
0{0{0|O0| aVbVc
0/0|1]0]| avbV-c
0j1/10]1 —
O[1]1]1 —
110(0]0| -aVbVc
1/0{1]0|—-aVvbV—-c
11101 —
1{1]1]1 —

Dann ist die Formel o’ wie erwiinscht, wobei
a' = (aVvbVve)A(aVbV—c)A(-aVbVc)A(—aVbV-c).

2.5. Vollstindige Teilsprachen. Wir haben schon die Menge .Z aller aussagenlogischen Formel folgen-
derweise definiert: Eine aussagenlogische Formel ist eine Zeichenkette, bestehend aus Aussagenvariablen,
den logischen Operatoren —, A, V, =, < und den Klammern “(”, “)”, die entweder aus genau einer Aus-
sagenvariable besteht, oder die Form (—a), (a Ab), (aV b), (a = b), (a < b) hat, wobei a und b bereits
mit diesen Regeln konstruierter aussagenlogische Formel sind. Jetzt betrachten wir Formeln, mit der Ei-

genschaft, dass sie (als Zeichenketten) nur ausgewihlten Junktoren enthalten.

Definition 2.5.1.

(1) Sei F C{—,A,V,=,<} und sei .ZF die Menge aller Formeln o aus . mit der folgenden Eigen-
schaft: Entweder ist o eine Aussagenvariable oder nur Operatoren aus F treten in ¢ auf.
(2) % wird vollstindig genannt, wenn fiir jede Formel o € .Z eine o’ € ZF existiert, so dass o = o',

Lemma 2.5.2. % 1} ist vollstindig.

Beweis. Sei o € 2. Wenn @ # 1, ist die disjunktive Normalform von & in £, ). Wenn o = 1, dann
o= (ﬂ(a/\ (ﬂa))) und (—\(a/\ (—\a))) S g{ﬁ,\/,/\}' O

Lemma 2.5.3. Die Mengen .7, ,,; und .Z_ 1) sind vollsténdig.

Beachte, dass a Vb = —(—a A —b) und a ANb = —(—aV —b) gelten und betrachte jetzt eine beliebige
Formel ¢. Man kann die Struktur der Formel o benutzen um tatsichlich die Existenz von Formeln o’ €
L~y und o € Z, ) mit der Eigenschaft o = &’ and & = a” zu beweisen.

Lemma 2.5.4. Sei o € Z,. Es gilt a # 1 und daher ist £, nicht vollstindig.

Ein weiteres interessantes Beispiel ist der Nicht-Und Operator, der folgenderweise definiert ist. Seien
a,b Aussagenvariablen und sei (a|b) := —(a A b). Sei .2}, die Menge aller Zeichenketten o bestehend
aus Aussagenvariablen, dem Zeichen | und den Klammern “(”,*)” mit der Eigenschaft, dass

e entweder o eine Aussagenvariable ist,
e oder oo = (B|y), wobei B,y dieselbe Regeln erfiillen.

Man kann beweisen, das fiir jede a € . existiert &’ € £}, so dass o = o'
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3. PRADIKATENLOGIK

3.1. Aussageformen. Betrachte die Ungleichungen 2 > 5, x > 5, wobei x eine Unbekannte ist. Der Wahr-
heitswert der ersten Aussage ist falsch. Der Wahrheitswert der zweiten Ungleichung hingt von x ab. Wenn
x € (—oo,5] ist die Ungleichung falsch und wenn x € (5, ) ist die Ungleichung wahr. Diese Situation ent-
spricht dem Begriff einer Aussageform. Nach Definition ist eine Aussageform, oder ein Pridikat, eine
Aussage, die Unbekannte aus einer bestimmten Menge enthélt. Zum Beispiel:

e n =2k, wobein,keN

e x2 =2, wobeix eR

Um zu betonen, dass x eine Unbekannte einer gegebenen Aussageform ¢ ist, schreiben wir ¢(x). Die

Variable x wird frei in ¢ genannt. Eine Aussageform kann von mehreren Unbekannten abhingen. In dem
Fall sind alle Unbekannten aufzuzdhlen. Zum Beispiel ist ¢ (xi,--- ,x,) eine Aussageform, die von den
Unbekannten xi, - - - , x,, abhéingt. Man beachte, immer wenn x einen bestimmten Wert hat, bzw. wenn alle
X1,--- X, spezifische Werte annehmen, ist die Aussageform entweder wahr oder falsch.

3.2. Der Allquantor. Der Allquantor ¥V wird benutzt um eine Behauptung beziiglich aller Objekte einer
Menge (oder einer Klasse) zu machen. Zum Beispiel Vx e N: x € R, Vx € [6,00) :x > 5, Vx e R:x > 5,
Vx € 2N : Vy € 2N : 2|(x+y). Der Allquantor bezieht sich auf eine Variable und ein Préidikat, das dahinter
steht. Der Allquantor bindet die freie Variable. Man beachte, dass statt Vx| : Vxp : @(x1,x2) oft Vxi,x; :
@(x1,x7) geschrieben wird. Eine weitere Eigenschaft ist die Aquivalenz der folgenden Aussagen

Vxp 2Vt @(x1,x2) und Vxp 1 Vg @ @(xp,x2).
Man soll auch erwidhnen, das dasselbe auch fiir mehrere Variablen gilt.Es ist aber wichtig zu betonen, dass
Vx € (3,):Vy e {1,2}: ; > 1
nicht dasselbe wie
Vy € (3,00) : Vx € {1,2}: ; > 1
ist. Stattdessen ist die erste Formel dquivalent zu
Vy e {1,2} :Vx € (3,00): ; > 1
Beispiel 3.2.1. Das Prinzip der vollstdndigen Induktion zum Beweis einer Aussage A(n) fiir alle n € N

ist:
(AO)A(VrReN: (A(n) = A(n+1)))) =VneN:A(n).

Beispiel 3.2.2. Um eine Allausage zu widerlegen, geniigt die Angabe eines Gegenbeispieles:

(1) 2 e Rund 2 <5, damit ist die Allausage Vx € R : x > 5 falsch.
(2) 1,2 sind natiirlichen Zahlen, deren Summe eine ungerade Zahl ist, was die Allausage

VxeN:VyeN:2|(x+y)

widerlegt.
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3.3. Der Existenzquantor. Die Existenz eines bestimmtes Objektes kann mit Hilfe des Existenzquantors
ausgedriickt werden:

dx: @(x)
Um die Existenz genau eines solchen Objekt zu behaupten, wird
Ilx: ox)

benutzt. Der Existenzquantor bezieht sich auf eine Variable und ein Préidikat, das dahinter steht. Wir sagen,
dass der Quantor die freie Variable bindet. Um die Existenz eines Elementes einer Menge zu behaupten
(Element mit gewissen Eigenschaften) wird die Schreibweise

IreM: p(x)
verwendet und um die Existenz genau eines Elementes einer Menge zu behaupten wird die Schreibweise
xeM: @(x)

verwendet. Mann kann mehrere aufeinander folgende Existenzquantoren vertauschen, da die entsprechen-
den Aussagen dquivalent sind. Damit kann man statt

Ja:3b: y(a,b)oder 3Ib:Ja: y(a,b)
auch
Jda,b: y(a,b)
schreiben. Es ist aber zu betonen, dass
1
JaeN\{0}:FIbeR:b=—
a
nicht dasselbe wie
1
3 eN\{0}:JacR:b=—
a
ist. Stattdessen ist die erste Aussage dquivlaent zu

1
FeR:JaeN\{0}:b=-
a

Diskussion 3.3.1. Die Verneinung einer Existenzaussage ist eine Allausage und umgekehrt. Zum Bei-
spiel: Die Verneinung von “Alle Minions sind gliicklich.” ist “Es gibt ein Minion, das nicht gliicklich ist.”
und die Verneinung von “Alle Aufgaben sind interessant.” ist “Es gibt eine Aufgabe, die nicht interessant
ist.” Im Zeichen ausgedriickt, gilt:

~(VxeM:A(x)) & IxeM: —A(x),
wenn A eine Aussage iiber Elemente von M ist. Fiir die Existenzquantoren gilt:

—(IxeM:A(x)) & VxeM: —-A(x).
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Man beachte, dass das Vertauschen von Existenz- und Allquantor verboten ist! Die Aussage
JreR:Vze(0,1):z<r

ist wahr, wihrend die Aussage
VreR:3z€ (0,1):z<r

falsch ist. Tatsdchlich, geniigt es f = —5 zu betrachten.

Aufgabe 2. Begriinden Sie, warum die folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind:
(1) VxeN:dyeN:x=y,
2) yeN:VxeN:x=y,
B)VxeN:dyeN:x<y,
4) IyeN:VxeN:x >y,
S) VxeN:yeZ: x>y,
6) yeZ:VxeN:x>y.

3.4. Rechenregeln fiir Quantoren.

Theorem 3.4.1. (Rechenregeln fiir Quantoren) Seien P(x) und Q(x) Préidikate, die von der freien Variable
x abhdngen, und sei g eine Aussage, die nicht von x abhdngt. Dann gilt:

(1) =(Vx: P(x)) = 3x: =P(x),

(2) =(Ix: P(x)) =Vx:=P(x),

(3) 3x: P(x)VO(x) = (Ix: P(x)) Vv (Ix Q(X)),

(4) Vx: P(x) AQ(x) = (Vx: P(x)) A (Vx: Q(x))

(5) Vx:qVP(x)=qV (Vx:P(x))

(6) Ix:gAP(x) =gA3Ix:P(x)

(7) (Vx:P(x)) = q=Tx: (P(x) = q)
(8) (Ix:P(x)) = q=Vx:(P(x)=q)
(9) g= (Vx:P(x)) =Vx:(qg= P(x))
(10) g= (Ix: P(x)) =3x: (¢ = P(x)).

Beweis. (3) Zu zeigen (Ix: P(x) V Q(x)) = (Ix: P(x)) V (3x: Q(x))

(=) Sei a mit P(a) V Q(a) wahr. Dann ist P(a) wahr oder ist Q(a) wahr. Im ersten Fall ist (3x : P(x))
wahr, im zweiten Fall ist (3x : Q(x)) wahr. Auf jeden Fall ist die Disjunktion (Jx : P(x)) V (Ix : Q(x))
wahr.

(<) Nehmen wir jetzt an, dass (3x : P(x)) V (3x : Q(x)) gilt. Nach Definition von V ist eine der Exis-
tenzaussagen (Jx : P(x)) oder (3x : Q(x)) wahr. O.b.d.A. gibt es ein a, so dass P(a) gilt. Dann gilt aber
auch P(a) V Q(a) und damit auch 3x : P(x) V Q(x).

(4) Zu zeigen Vx : P(x) AQ(x) = (Vx: P(x)) A (Vx: Q(x))

(=) Angenommen Vx : P(x) A Q(x) gilt. Sei a beliebig. Dann ist P(a) A Q(a) wahr. Damit nach Defi-
nition von A sind P(a), Q(a) wahr. Da a beliebig war, sind auch (Vx : P(x)) und (Vx : Q(x)) wahr. Nach
der Definition von A ist die rechte Seite der Gleichheit wahr.

(<) Angenommen die rechte Seite ist wahr. Sei a beliebig. Dann sind P(a) und Q(a) wahr, und damit
ist P(a) A Q(a) wahr. Daher (Vx : P(x) A Q(x)) gilt.
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(5) Zu zeigen Vx : gV P(x) = qV (Vx : P(x))

(=) Angenommen Vx : ¢V P(x) gilt. Sei a beliebig. Dann gilt ¢\ P(a). Nach Definition ist ¢ wahr oder
ist P(a) wahr. Wenn ¢ wahr ist, dann ist auch ¢ vV (Vx : P(x)) wahr. Wenn ¢ nicht wahr ist, dann ist P(a)
wahr fiir jedes a. Daher ist (Vx : P(x)) wahr und damit auch ¢V (Vx : P(x)).

(<) Nehmen wir als néchstes an, dass ¢\ (Vx : P(x)) gilt. Wenn ¢ gilt, dann gilt ¢ \V P(a) fiir jedes a,
und ist (Vx : ¢V P(x)) wahr. Wenn ¢ falsch ist, dann gilt (Vx : P(x)) und damit ist fiir jedes a, gV P(a)
wahr. Daher ist auch (Vx : gV P(x)) wahr.

(6) Zu zeigen Ax : g AP(x) =g A dx: P(x)

(=) Angenommen 3x : g A P(x) gilt. Es gibt a, so dass g A P(a) gilt. Nach A-Definition gelten ¢ und
P(a). Dann aber gilt auch 3x : P(x) und damit ist g A 3x : P(x) wahr.

(<) Angenommen g A (3x : P(x)) gilt. Nach A-Definition sind g und (3x : P(x)) wahr. Sei a, so dass
P(a) wahr ist. Dann ist auch g A P(a) wahr und damit gilt 3x : (g A P(x)).

(7) Zu zeigen (Vx:P(x)) = q=3x: (P(x)=q)

(=) Wir nehmen an, dass (Vx : P(x)) = g. Wenn g wahr ist, dann ist fiir jedes a auch P(a) = ¢ wahr,
da der Wahrheitswert von P(a) irrelevant ist. Insbesondere ist P(a) = ¢ wahr, wobei a fixiert ist. Damit
gilt 3x : (P(x) = g). Wenn g falsch ist, dann ist =(Vx : P(x)) wahr. Damit gilt 3x : =P(x). Sei =P (a) wahr,
wobei a fixiert ist. Dann ist =P(a) V ¢ = P(a) = ¢ wahr und damit gilt 3x : (P(x) = q).

(<) Angenommen Jx : (P(x) = q) gilt. Es gibt a, so dass P(a) = ¢ gilt. D.h. =P(a) V ¢ ist wahr und
damit gilt (3x : =P(x)) V g. Allerdings (3x : =P(x)) = —(Vx : P(x)). Damit ergibt sich (Vx : P(x)) = q.

(8) Zu zeigen (Ix:P(x)) = q=VYx:(P(x) = q)

(=) Wir nehmen an, dass (3x : P(x)) = ¢. Wenn g wabhr ist, dann ist auch P(a) = ¢ fiir jedes a wabhr,
da der Wahrheitswert von P(a) irrelevant ist. Damit ist Vx : (P(x) = ¢g) wahr. Wenn ¢ nicht wahr ist, dann
ist =(3x : P(x)) wahr. Allerdings —(3x : P(x)) = (Vx: =P(x)). Sei a beliebig. Dann ist =P(a) wahr und
daher ist auch —P(a) V g = P(a) = g wahr. Da a beliebig ist, wird auch Vx : (P(x) = ¢) erhalten.

(<) Angenommen Vx : (P(x) = q) gilt. Wenn ¢ wabhr ist, ist auch (3x : P(x)) = ¢ wahr, da der Wahr-
heitswert von (3x : P(x)) irrelevant ist. Wenn ¢ nicht wahr ist, dann ist —=P(a) wahr fiir jedes a. D.h.
Vx : =P(x) ist wahr. Allerdings Vx : =P(x) = =(3x : P(x)) und damit ist =(3x : P(x)) V ¢ wahr. Das ergibt
(Ix:P(x)) =q.

(9) Zu zeigen g = (Vx: P(x)) =Vx: (¢ = P(x))

(=) Wir nehmen an, dass g = (Vx : P(x)) gilt. Wenn ¢ wahr ist, dann ist Vx : P(x) wahr. Damit gilt
P(a) fiir jedes a und daher gilt =g\ P(a) = ¢ = P(a) auch. Das ergibt Vx : (¢ = P(x)) gilt.

(<) Angenommen Vx : (¢ = P(x)) gilt. Wenn g falsch ist, ist -¢g wahr und damit gilt -gV (Vx: P(x)) =
q = (Vx: P(x)). Wenn g wahr ist, ist nach Annahme P(a) wahr fiir jedes a. Dann ist Vx : P(x) wahr und
damit gilt ¢ = (Vx : P(x)). O

4. MENGENLEHRE

4.1. Mengen. “Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung S von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von S genannt
werden) zu einem ganzen.” G. Cantor (1845-1918)
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Einige Beispiele, die wir bis zu diesem Zeitpunk betrachtet haben:
N,Z,Q,R

Die Menge aller geraden, natiirlichen Zahlen.

Die Menge aller ungeraden, natiirlichen Zahlen.

Die Menge aller Primzahlen.

Die Menge mit genau zwei Elementen, die Zahlen O und 1.

Die Menge aller aussagenlogischen Formeln.

Die Menge -2 -

Menge der Restklassen modulo n, Z,,.

Die Menge aller Bewertungen einer aussagenlogischen Formel.

Wie kann man eine Menge angeben? Alle Elemente einer endlichen Mengen kann man aufzihlen um
die Menge zu definieren. Zum Beispiel {0, 1}, {2,3,5,7}. Andererseits konnen wir eine Menge dadurch
definieren, dass wir Eigenschaften ihrer Elemente angeben:

P:={peN|p>1AVmeN:(mp=(m=1Vvm=p))}

Das Symbol € kennen wir schon. Trotzdem wiederholen wir nochmals: Die Elementbeziehung wird €
bezeichnet. Man spricht “a ist ein Element von M”: 0 € N, /2 ¢ Q.

Definition 4.1.1. Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben. Das
heif3t
A = B genau dann wenn Vx : (x €A < x € B)

Definition 4.1.2. Die leere Menge ist die Menge, die kein Element enthilt. Sie wird durch 0 bezeichnet.
Formal kann man die leere Menge folgenderweise definieren, @ := {x : x # x}.

Definition 4.1.3. Seien A, B Mengen. Die Menge A ist eine Teilmenge von B genau dann wenn jedes
Element a von A ein Element in B ist. Formal

ACBgenaudannwenn Vx:x €A =x € B.
Die Menge B heifit Obermenge von A.
Wir kennen schon viele Beispiele: NC Q, R C C, {0,1} CN.
Lemma 4.1.4. Zwei Mengen A, B sind genau dann gleich wenn A C Bund B C A. Formal aufgeschrieben:
A=B<ACBABCA.

Beweis. (=) Angenommen A = B. Seia € A. Da A = Bist, ista € B und damit ist A C B. Sei b € B. Da
B =Ast, ist b € A und damit ist B C A.
(<) Zu zeigen ist, dass A und B genau dieselben Elemente enthalten. Es ist geniigend zu zeigen, dass

Vx:x€eA&< xeB.

Sei x € A. Wegen A C B, gilt x € B. Das heifit Vx : x € A = x € B. Ahnlich folgt aus B C A, dass Vx : x €
B = x € A. Fassen wir die beiden Implikationen zusammen erhalten wir die erwiinschte Aquivalenz. [
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Man beachte, dass die leere Menge, eine Teilmenge jeder Menge ist. Auch ist jede Menge eine Teil-
menge von sich selbst. Damit werden die leere Menge und die Menge selbst, tirivialen Teilmenge einer
Menge. Alle Teilmengen, die ungleich der Menge selbst sind, nennt man echte Teilmengen. Wir verwen-
den das folgende Schreibweise, um eine Teilmenge zu bezeichnen: B C A oder B C A..

4.2. Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Komplement.

Definition 4.2.1. Seien A und B Mengen. Die Vereinigungsmenge von A und B ist definiert als die Menge,
die aus allen Elementen von A und allen Elementen von B besteht. Formal

AUB:={x|x€AVxeB}

Definition 4.2.2. (Vereinigung einer Familie)

(1) Sei n € N und sei I := {1,2,---,n} eine Indexmenge. Fiir jedes i € I sei A; eine Menge. Die
Vereinigung A U---UA,, = Ji_; A; von Ay, - - - ,A, besteht definitionsgemiB aus allen Elementen,
die in (mindestens) einer der Mengen A; enthalten sind. Schreibweise:

n
AU-UA, = JAi={x|x€A VXEAV---VxEA,}
i=1
={x||3Ji: 1 <i<nsodassx€A}.

(2) Sei I eine beliebige Indexmenge und {A;};c; eine Mengenfamilie, d.h. fiir jedes i € I ist A; eine
Menge. Dann definieren wir durch
UAi = {x]EIiGI:xeA,-}
iel
die Vereinigung aller A;. Das bedeutet, | J;;A; besteht aus allen Elementen, die in mindestens
einer der Mengen A; enthalten sind.

Betrachten Sie die folgenden Beispiele:

(1) NuQ=0Q

(2) {1,2,3}u{4,5,6} ={1,2,3,4,5,6}

(3) Unez[—n,n] = R, wobei [—n,n] das geschlossene Intervall aller reellen Zahlen r, so dass —n <
r < n, bezeichnet.

(4) Fiir jedes n € N sei A, die Menge aller aussagenlogischen Formeln, die als Zeichenkette aus
hochstens n Zeichen bestehen. Wir nehmen an, dass jede Aussagenvariable genau einem Zeichen
entspricht! Dann ist |J,cyA, die Menge aller aussagenlogischen Formeln.

(5) QUZCR

Eine weitere wichtige Mengenoperation ist der Durchschnitt.

Definition 4.2.3. (Durchschnitt)

(1) Seien A und B Mengen. Die Durchschnittsmenge von A und B ist definiert als die Menge, die
aus allen Elementen besteht, die sowohl in A als auch in B enthalten sind. Man bezeichnet die
Durchschnittsmenge A N B. Formal ist sie definiert durch

ANB:={x|x€AAx€B}.
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(2) Haben A und B leeren Durchschnitt, AN B = @, so sagen wir, A und B sind disjunkt.
Man kann auch den Durchschnitt einer beliebigen Familie von Mengen definieren:

Definition 4.2.4. (Beliebiger Durchschnitt) Sei {A;};c; eine Familie von Mengen. Solche Familien wer-
den auch mit A;,i € I oder {A; | i € I'} bezeichnet. Der Durchschnitt aller A; ist definiert als die Menge
aller jenen Elemente, die in allen Mengen A; liegen. Formal:
(NAi={x|VicA:x€A;}
iel
Zum Beispiel:
(2) QxNZ=N
(3) ﬂneN{_nan] = {0}
4) Nrero,[—rrl={0}
) mrERzo(_rv I‘) =0
Eine weitere wichtige Mengenoperation ist die Mengendifferenz.

Definition 4.2.5. (Mengendifferenz) Seien A und B zwei Mengen. Die Mengendifferenz A\B (sprich: A
ohne B) ist die Menge aller Elemente von A, die nicht in B sind. Formal

A\B:={x€A|x¢B}.
Betrachten Sie die Beispiele:
e Seien A = {3,6,7}, B=1{7,8,10}. Dann ist A\B = {3,6}.

e R\Q Q\N
o R\(Upen{=nn}) = (Upen(n,n+ 1)U (Upen(=(n+ 1), =n))

Seien A und B zwei Mengen. Man kann genau diese Elemente betrachten, die in nur eine der beiden
Mengen enthalten sind.

Definition 4.2.6. (Symmetrische Mengendifferenz) Seien A und B Mengen. Die symmetrische Differenz
A/A\B besteht definitionsgemél aus allen Elementen der Menge A, die nicht in B enthalten sind und allen
Elemente der Menge B, die nicht in A enthalten sind. Formal

AAB = (A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB).

Zum Beispiel: Seien A = {2,3,6} und B = {2,5,7}. Dann ist AAB = {3,6}U{5,7} = {3,6,5,7}.
Ein besonderer Fall der obigen Definition ist durch den Begriff Komplement angegeben.

Definition 4.2.7. (Komplement) Sei A eine Teilmenge der Menge U. Das Komplement ist
AV = {xcU|x¢A}.
Sei A C U. Beachte, dass AV = U\A. Die folgenden Schreibweisen werden auch verwendet
AC A

wann immer die Menge U aus dem Kontext bekannt ist.
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Theorem 4.2.8. (Rechenregeln)
Seien A, B,C Teilmengen der Menge U. Dann gelten:

(1) Kommutativgesetze: AUB=BUA, ANB=BNA
(2) Assoziativgesetze: AU(BUC) = (AUB)UC, und AN(BNC)=(ANB)NC.
(3) Distributivgesetze: AU(BNC) =(AUB)N(AUC) und AN(BUC) =(ANB)U(ANC).
(4) Verschmelzungsgesetze: AU(BNA) =A, AN(BUA)=A
(5) Idempotenzgesetze: AUA=A, ANA=A
(6) Neutralitdtsgesetze: AUD=A, ANU =A
(7) Extremalgesetze: AUU =U,ANO=0
(8) Komplimentarititsgesetze: AU(U\A) =U, AN(U\A) =0
(9) Dualititsgesetze: U\O = U, U\U = 0.
(10) Doppelnegationsgesetz: (U\(U\A)) = A
(11) Gesetze von De Morgan: U\(AUB) = (U\A)N (U\B) und U\(ANB) = (U\A) U(U\B).

Beweis. Wir beweisen ausfiihrlich in diesem Vorlesungsskript nur das erste Distributivgesetz und die
Gesetzte von De Morgan. Alle weiteren Regeln wurden ausfiihrlich wihrende der Vorlesung besprochen.
Also, zu zeigen ist, dass AN (BUC) = (ANB)U(ANC) gilt. Beachte:

Xx€AN(BUC) < (x€A)A(xe BUC)

S (xeA)AN(xeBVxeC)

& (xe€ANXEB)V(xeAAXEC)
< (x€eANB)V(xeANCO)

s xe(ANB)UANC).

Als nichstes beweisen wir, dass U\ (AUB) = (U\A) N (U\B) gilt. Man beachte

x€eU\(AUB) & (xeU)AN—(x€ (AUB))

S (xeU)A-(x€AVXEB)

S xeU)AN(-(xeA)A—(xE€B))
SxeU)ANxeU)A(~(xeA)A=(x € B))
S xeUN(xeA)AN(xeUAN—(x€B))
< (xeU\A)A (x € U\B)

&

x € (U\A)N (U\B).

Das zweite Gesetz von De Morgan U\(ANB) = (U\A) U (U\B) wird dhnlich bewiesen:
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x€U\(ANB) A=(x € (ANB))
x€ANxEB)
xE€A)V-(xE€B))

&=

&=

&

S ((xeU)A—(x€A))V(xeUAN—-(x€B))
g

&

—~

=
m
<
>
X

x € U\B)

—~

4.3. Potenzmenge, Produktmenge.

Definition 4.3.1. (Potenzmenge) Sei M eine Menge. Die Potenzmenge &7 (M) von M ist definiert als die
Menge aller Teilmengen von M.

Betrachten Sie die folgenden Beispiele
(1) Sei M = {1,2,3}. Dannist (M) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Beachte M
hat 3 Elemente und & (M) hat 2° = 8 Elemente.
(2) Die Potenzmenge der leeren Menge ist die Menge, die nur die leere Menge enthilt, Z2(0) = {0}.

Eine weitere Mengenoperation ist das Mengenprodukt.

Definition 4.3.2. (Mengenprodukt)

(1) Seien A, B Mengen. Die Produktmenge A x B, auch genannt das Cartesische Produkt von A und
B, ist die Menge aller geordneten Paare (a,b) bestehend aus Elementen von A und B, formal

AxB:={(a,b) |ac AND € B}.

(2) Seien My, --- ,M; Mengen. Die Produktmenge M x M, x --- X M}, genannt auch das Cartesische
Produkt der {M;};—; ... x, ist die Menge aller geordneten k-Tupel (my,---,my) mit m; € M; fiir

i=1,...,k. Formal
k

HMi = {(ml,--- ,mk) ‘ Vi m; GMi}.
i=1

(3) Ist M; =Afiirallei =1, --- ,k, so schreiben wir statt A x - -- x A kurz AX.

Betrachte, die Beispiele:

(1) Seien A = {1,2,3} und B = {a,b}. Bestimmen Sie alle Elemente von A%, A% und A x B.
(2) R? = {(X,y) |x,y € R}

(3) N? = {(x,y) |x7y € N}

4) NxR={(x,y) | xeN,ye R}

3 R"={(x1,,xp) |x; e R,1 <i<n}.

(6) Unem (o} Nf

(M) Unen (o} R"
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5. RELATIONEN

5.1. Aquivalenzrelationen.

Definition 5.1.1. Definition Seien M und N Mengen. Eine Relation zwischen M und N ist eine Teilmenge
R des Cartesischen Produkts, d.h. R C M x N. Fiir zwei Elemente a € M und b € N sagen wir: a steht in
Relation mit b, falls (a,b) € R gilt.

Schreibweise: aRb, —(aRb), a Rb
Wenn M = N, wird R eine Relation auf M genannt.

Definition 5.1.2. (Transitivitit, Reflexivitit) Sei R einer Relation auf einer Menge M.

(1) R heif3t transitiv, wenn fiir alle a,b,c € M gilt, dass aRb A bRc = aRc.
(2) R heif3t reflexiv, wenn fiir alle a € M gilt, dass aRa.

Man beachte, dass die natiirliche Ordnung < auf N eine reflexive Relation ist. Andererseits ist die
natiirliche Ordnung < auf R ist eine Relation, die nicht reflexiv ist und Beide Relationen sind transitiv.

Definition 5.1.3. (Aquivalenzrelation) Eine reflexive und transitive Relation ~ auf einer Menge M heiBit
Aquivalenzrelation, falls sie zusitzlich symmetrisch ist, d.h. dass

Vx,yEM:(x~y=y~x)
gilt. Wenn x ~ y, werden x und y dquivalent genannt.

Definition 5.1.4. (Aquivalenzklasse) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und sei a € M. Die Aquivalenzklasse
von a ist definiert, als die Menge aller Elemente von M, die in Relation mit a stehen. Schreibweise:

Co:={beM|an~b}.
Andere Notationen fiir C, sind @ und [a].

Proposition 5.1.5. (Eigenschaften von Aquivalenzen) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt:

(1) fiir jedes a € M ist C, # 0.

2) UsemCa =M.
(3) C.NC, #0 = C, =G, fiiralle a,b € M.

Beweis. Sei a € M. Dann ist a ~ a wegen Reflexivitidt und damit a € C,. Das heifit, dass C, # 0. Nach
Definition ist C, C M fiir jedes a € M und damit ist |J,cp;C, € M. Sei a € M. Laut (1) ist a € C,. Das
ergibt M C |J,ecp Co und damit M = (J,p; Cu- Als niichstes werden wir die dritte Eigenschaft beweisen,
namlich dass C,NCy, # 0 < C, = Gy, fiir alle a,b € M gilt. Sei a, b beliebig mit C, NC;, # 0. Zu zeigen ist
C, CCpund Cp, C C,. Seid € C;NCy. Zu zeigen C, C Cp: Sei ¢ € C,. Daher ¢ ~ d und d ~ b. Aus der
Transitivitdt von ~ folgt ¢ ~ b und nach der Definition von C;, ist ¢ € Cp,. Zu zeigen C, C C,: Sei ¢ € Cy,.
Daher ¢ ~ d und d ~ a. Aus der Transitivitdt von ~ folgt ¢ ~ a und nach der Definition von C,, ist ¢ € C,,.
Andererseits nehmen wir an, dass C, = C;, gilt. Dann ist C, N C,, # @, da nach Definition a € C, gilt. [
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Wir werden oft die folgende Notation verwenden: Fiir jedes i € I sei U; eine Menge. Die Mengen-
familie {U; | i € I} wird auch mit {U;}c; bezeichnet. Betrachte jetzt eine beliebige Menge M und sei
~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir jedes a € M, sei C, die Aquivalenzklasse von a. Beachte: Immer
wenn a ~ b, dann ist C, = Cp. Daher tritt jede Aquivalenzklasse in der Aufzihlung {(a,C,) : a € A}
moglicherweise mehr als einmal als zweite Koordinate eines geordnetes Paares (a,C,) auf! Eigentlich
passiert das immer wenn C, mehr als ein Element enthélt. Allerdings konnen wir eine Aufziahlung {U;}ic;
der Aquivalenzklassen betrachten, in der jede Aquivalenzklasse nur einmal vorkommt. Das heiBt, dass es
fiir jedes a € M genau ein i € I mit a € U; gibt. Diese Tatsache fiihrt uns zum folgenden Begriff:

Definition 5.1.6. (Faktormenge) Sei M eine Menge und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Die Menge
aller Aquivalenzklassen beziiglich ~ wird Faktormenge oder Quotientenmenge genannt und wird durch
M/ ~ bezeichnet.

Lemma 5.1.7. Sei (M/ ~) die Faktormenge von einer Menge M beziiglich der Aquivalenzrelation ~.
Dann giltVae M :3U € (M/ ~):a € U.

Beweis. Sei a € M. Dann a € C,. Es gibt nach Definition U € (M/ ~) mit C, = U und damit a € U wie
erwiinscht. O

Die Elemente der Faktormenge M/ ~ einer Menge M sind disjunkte, nicht leere Teilmengen von M, de-
ren Vereinigung die Menge M iiberdeckt. Diese Tatsache ist interessant ohne Bezug auf eine Aquivalenzrelation
und ist eng zusammengebunden mit dem folgenden Begrift:

Definition 5.1.8. (Partition) Sei M eine Menge und .% := {U; }c; eine Familie von Teilmengen von M
(Manchmal wird auch die Schreibweise {U;}ic; C (M) verwendet.) Die Familie .% heifit eine Partition
von M, falls die folgenden drei Eigenschaften gelten:

() Vicl:Ui#0

2) Uit Ui=M

G) Vi, jel:UnNU;#0=i=j.

Man beachte: Das Eigenschaft (2) sorgt dafiir, dass jedes Element von M in mindestens einem Element
von .7 liegt und Eigenschaft (3) sorgt dafiir, dass jedes Element von M in hochstens einem Element von
Z liegt. Wir sprechen von einer disjunkten Vereinigung, auch von einer disjunkten Uberdeckung von M.

Theorem 5.1.9. (Aquivalenzrelationen und Partitionen)
Sei M eine Menge. Jede Aquivalenzrelation ~ auf M induziert eine Partition von M und umgekehrt
induziert jede Partition von M eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und sei {U;};c; eine Aufzihlung der Elemente der Faktor-
menge M/ ~. Wir haben schon gezeigt, dass Vi € I : U; # 0 und J;; U; = M. Sei jetzt i, j € I beliebig.
Wenn U;NU; # 0, dann gilt U; = U; und damit i = j. Insbesondere gilt auch Vi, j: UNU; #0 =i = j.
Als nichstes betrachte eine Partition .# = {U;}c; auf M und fiir jede a,b € M definiere a ~ b :&
(Ji € I:a,b € U;). Um Reflexivitit von ~ nachzuweisen, betrachte ein beliebiges a € M. Da J;c;U; =M,
gibt es i € I mit a € U;. Nach Definition von ~, gilt a ~ a. Symmetrie ist offensichtlich. Um Transitivitit
nachzuweisen betrachte a,b,c € M, so dass a ~ b und b ~ c. Nach Definition gibt es i, j € I, so dass
a,bcU;und b,ccU;.Dab e U;NUj, gilti = jund damit a ~ c. O
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Ein gutes Beispiel ist durch die folgende disjunkte Uberdeckung der Menge der reellen Zahlen ge-
geben, R>o = U,en[n,n+1). Sei I die Menge der natiirlichen Zahlen und fiir jedes i € I(= N) sei U;
das Intervall [i,i+ 1). Damit ist {U; }ic; = {[n,n+ 1) }»en eine Partition von R>. Fiir je zwei x,y € R>¢
definiere x ~ y 1< |x] = |y|, wobei |x]| die groBte natiirliche Zahl nicht groBer x ist. Dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation. Die Faktormenge R/~ ist die Menge aller Intervalle [n,n+ 1), n € N. Formal

(R>o/~) = {[n,n+1) }nen.
5.2. Kongruenz modulo 7.
Definition 5.2.1. (Kongruenz modulo n) Sei n € N, n > 2. Wir definieren auf Z die Relation
k~,l:3dmeZmitk=1[0+mn.
Gilt k ~,, [ so sagen wir k ist kongruent [ modulo n und schreiben manchmal auch
k=1(n), oder k =1 mod n.
Bemerkung 5.2.2. k ~, [ genau dann wenn k, [ denselben Rest bei Division durch » haben.
Proposition 5.2.3. Die Relation ~,, ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Reflexivitit: k ~, k weil k = k + Ok.

Symmetrie: Wenn k ~,, [, dann gibt es ein m € Z mit k = [ +mn und damit ist / = k+ (—m)n. Das ergibt
[ ~, k, wie erwiinscht.

Transitivitdt: Wenn k; ~, k> und k, ~ k3, dann existieren m,m, in Z so dass
ki = ky+minund ky = k3 +mon.
Dann ist k; = k3 + (m +my)n und damit ist ky ~,, k3. O

Die Aquivalenzrelation ~, erzeugt n Aquivalenzklassen, meistens durch k oder [k] bezeichnet, wobei
k=0,1,--- ,n—1.

0={0,4+n,4+2n,4+3n,---}
1={1,1%tn,14+2n,143n,---}

n—1={-1,—1+tn—1+tn—-14+2n,—14+3n,---}

Definition 5.2.4. (Restklassen) Die Faktormenge 7/ ~, wird mit Z, bezeichnet und wird die Menge der
Restklassen modulo n oder auch der Kongruenzklassen modulo »n genannt.
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5.3. Ordnungsrelationen.

Definition 5.3.1. (Ordnungsrelation)
Sei M eine Menge und sei =< (sprich: vor oder gleich) eine Relation auf M.

(1) Die Relation =< heilit antisymmetrisch falls fiir alle a,b € M aus a < b und b < a die Identitét
a = b folgt. Sie heillt Ordnungsrelation oder Halbordnung, falls sie reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist.

(2) Gilt fiir zwei Elemente a, b aus M weder a = b noch b < a heiflen a und b nicht vergleichbar, oder
nicht vergleichbar beziiglich der Relation <. Andernfalls werden a und b vergleichbar genannt.

(3) Sei < eine Halbordnung auf M. Sind je zwei Elemente von M vergleichbar beziiglich <, so nennt
man die Relation < eine Totalordnung oder lineare Ordnung auf M. Das Paar (M, <) wird (total)
geordnete Menge genannt.

Man betrachte die folgenden Beispiele.

Beispiel 5.3.2.

(1) (N, <) ist eine Totalordnung, (Q, <) ist nicht reflexiv, (R, <) ist eine Totalordnung.
(2) (Z(N), Q) ist keine Totalordnung. Die Mengen {5,6} und {7,8} sind Elemente von & (N), die
nicht vergleichbar beziiglich C sind.

Definition 5.3.3. (Schranken) Sei (M, <) eine geordnete Menge und sei E C M.

(1) Ein Element 3 € M heiBt eine obere Schranke von E, wenn x < 3 fiir jedes Element x € E.

(2) Ein Element B € M heift eine untere Schranke von E, wenn 8 < x fiir jedes Element x € E.

(3) Wenn E eine obere (bzw. untere) Schranke hat, wird E nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt.
Die Menge E heifit beschrinkt, falls sie nach oben und unten beschrénkt ist.

Beispiel 5.3.4. (Schranken)

(1) Betrachte (R, <). Das Intervall [0, 1] ist nach unten und nach oben beschrénkt.

(2) Die Menge M = {1 : n € N\{0}} ist eine Teilmenge von R und ist nach oben und nach unten
beschrinkt.

(3) Die Menge der Primzahlen ist als Teilmenge der reellen Zahlen nach unten beschrinkt und nach
oben unbeschrinkt.

(4) Die Menge der ganzen Zahlen ist als Teilmenge der reellen Zahlen weder nach unten noch nach
oben beschrinkt.

Definition 5.3.5. (Supremum, Infimum, Maximum, Minimum)
Sei (M, <) eine total geordnete Menge. Wir bezeichnen mit < die folgenderweise definierte Relation
auf M,Va,B eM:a < :< a =B Aa # . Betrachten wir jetzt eine beliebige Teilmenge E C M.

(1) Sei o € M eine obere Schranke von E mit der folgenden Eigenschaft: Kein y € M mit y < o ist
obere Schranke von E. Dann ist & kleinste obere Schranke oder Supremum von E genannt. Man
schreibt o = supE.

(2) Sei ox € M eine untere Schranke von E mit der folgenden Eigenschaft: Kein y € M mit o < 7 ist
untere Schranke von E. Dann ist o grofite untere Schranke oder Infimum von E genannt. Man
schreibt o = infE.
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(3) Gilt a =supE € E (bzw. @ =infE € E), dann wird oo Maximum (bzw. Minimum) genannt. Man
schreibt @ = max E (bzw. & = minkE).

Behauptung 5.3.6. Seien (M, <) eine total geordnete Menge, E C M. Sei o = sup M. Dann ist o eindeutig
bestimmt. Das heif}t, falls B = supM ist, dann o = .

Beweis. Angenommen o # 3. Da < eine totale Ordnung ist, ist o < 8 oder ist B < . Dann ist entweder
o < B oder B < a. Falls a < 3, dann ist & nach der Definition von 8 = sup E keine obere Schranke von
E. Widerspruch! Falls B < a, dann ist B nach der Definition von & = sup E keine obere Schranke von E.
Widerspruch! O

Ahnlich ist zu beweisen, dass jedes Infimum auch eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 3. Betrachte (R, <). Sind die folgenden Teilmengen von R nach oben bzw. nach unten be-
schriankt? Wenn ja, geben Sie Infimum bzw. Supremum an. Handelt es sich dabei jeweils um Minima
bzw. Maxima?

(1) [=4,18],(=3,2),[-3,2)
(2) UneN{*n’n}’ R\(UneN{*nvn}L R\(UneN(O’n])'

Definition 5.3.7. (Wohlordnung) Eine total geordnete Menge (M, =) heifit wohlgeordnet, wenn jede
nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes Element hat, d.h. fiir jede E C M, E # 0, das Element & = infE
existiert und o € E.

Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist wohlgeordnet beziiglich <. Beachte, dass jede Teilmenge einer
wohlgeordneten Menge auch wohlgeordnet beziiglich der selben Relation ist. Das heit: Wenn (.#, <)
eine Wohlordnung ist und E eine Teilmenge von M ist, dann ist (E,=<’) auch eine Wohlordnung, wobei
<'==<NE x E. Ein weiterer wichtigen Ordnungsbegriff entspricht die natiirliche Ordnung auf die Menge
der rationalen Zahlen.

Definition 5.3.8. (Dichte Ordnung) Sei M eine Menge mit wenigstens zwei Elementen. Eine totale Ord-
nung =< auf M hei3it dicht, wenn zwischen je zwei verschiedenen Elementen ein drittes liegt.

Tatséchlich ist die natiirliche Ordnung auf R, wie auch auf Q, dicht. Andererseits ist die natiirliche
Ordnung auf Z, wie auch auf N, nicht dicht.

6. ABBILDUNGEN UND MACHTIGKEIT
6.1. Funktionen.

Definition 6.1.1. (Funktion-Zuordnungsdefinition) Seien A und B Mengen.
(1) Eine Funktion oder Abbildung f von A nach B ist eine Vorschrift, die jedem a € A genau einb € B
zuordnet.
(2) Das Element b wird mit f(a) bezeichnet und den Wert von a unter f genannt; a wird als ein
Urbild von b unter f bezeichnet.
(3) A wird Definitionsbereich (oder Definitionsmenge) von f genannt und B Zielmenge (oder Zielbe-
reich).
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Die folgende Notation wird verwendet, f : A — B oder ausfiihrlicher f : A — B, a — f(a).

Definition 6.1.2. (Funktion - mengentheoretische Definition) Eine Funktion ist ein Tripel f = (A,B,G)
von Mengen, wobei A Definitionsbereich und B Zielbereich genannt werden. Die Menge G C A x B erfiillt
die folgenden Eigenschaften
(1) VacA:3beB:(a,b) €G
2) YVae A:VYb,by) €B: (a,bl) € G/\(a,bz) eG=b=b
und wird der Graph der Funktion f genannt und oft mit G(f) bezeichnet.
Bemerkung 6.1.3. Die oberen zwei Bedingungen sind zum Folgendem dquivalent:
VacA:3beB:(a,b)€C.
Gilt (a,b) € G, schreiben wir f(a) = b. Damit ist G(f) = {(a, f(a)) :a € A}.
Definition 6.1.4. (Bild) Sei f: A — B und sei M C A. Wir nennen die Menge f(M) :={f(a) :a € M} das

Bild von M unter f. Das Bild vom Definitionsbereich der Funktion f wird Wertebereich von f genannt.

Definition 6.1.5. (Urbild) Sei f: A — B.

(1) Sei b € B. Dann wird die Menge f~!(b) := {a € A| f(a) = b} das Urbild von b genannt.
(2) Im Allgemeinen ist fiir eine Teilmenge M des Zielbereichs B, das Urbild von M folgenderweise
definiert:

' (M) :={acA|f(a) e M}.
Man beachte, dass nach Definition f~!(b) = f~!({b}) fiir jedes b € B gilt.

Lemma 6.1.6. Sei f:A— B,A; CAund B; CBfiri=1,2.

(1) SeiA; C Ay. Dann gilt f(A;) C f(A2).

(2) Sei By C By. Dann gilt f~1(By) C f~1(By).
Proposition 6.1.7. Sei f: A — B, seien A|,A, Teilmengen von A und B, B; Teilmengen von B. Dann
gilt:

(1) f7'(B1UBy) = [ (B1)Uf!(B)

(2) f(A1UA2) = f(A1)U f(A2)

Beweis. (1) Seii€ {1,2}. Dannist B; C B; UB, und damitist f~'(B;) C f~!(B; UB,). Daher gilt
BV (B2) C 7 (BiUBy).
Seia € f~' (B UB,). Nach Definition gelten f(a) € ByUB,, a € f~'(f(a)). Beachte: wenn f(a) € B,
dannista € f~!(f(a)) € f~'(B1), und wenn f(a) € By, dannista € f~'(f(a)) C f~(By). Das ergibt
1 B1UB) C [ (B US ! (Ba).

(2) Nach Lemma 6.1.6 ist (A1) U f(A2) C f(A1 UA2). Sei jetzt b € f(A; UAz). Nach Definition
(Ja € Ay UA; : b = f(a)). Fixiere ein solches a. Wenn a € Ay, dann b € f(A;). Wenn a € A;, dann
b € f(Ay). Auf jeden Fall ist b € f(A;)U f(A2) und damit gilt f(A; UAy) C f(A1)Uf(A2). O

Proposition 6.1.8. Seien f: A — B, A|,A; Teilemengen von A und By, B, Teilemengen von B. Dann gilt:
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(1) f~Y(BiNBy) = f~'(Bi)Nf ' (Ba)
(2) f(A1NA2) C f(A1) N f(A2)

(3) f1(BI\B2) = f1(B1)\f ' (Bn)
@) f(A1\A2) 2 f(A1)\f(A2)

6.2. Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen.

Definition 6.2.1. (Quotientenabbildung) Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Die
Zuordnung g : M — M /~, die jedem Element a € M seine Aquivlaenzklasse C, zuordnet, wird Quotien-
tenabbildung genannt.

Definition 6.2.2. (injektiv, surjektiv, bijektiv) Eine Abbildung f : A — B heif3t
(1) injektiv, wenn jedes Element b € B hochstens ein Urbild hat.
(2) surjektiv, wenn jedes Element » € B mindestens ein Urbild besitzt.

(3) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. Das heiflt, wenn jedes Element der Zielmenge genau ein
Urbild besitzt.

Ist f: A — B eine surjektive Abbildung, so sagt man auch f ist eine Funktion von A auf B. Man beachte
die folgenden Beispiele:
(1) x+— x? : R — R ist weder injektiv noch surjektiv.
(2) Die Abbildung x x> : R>o — R ist injektiv, aber nicht surjektiv.
(3) Die Abbildung x + x? : R — R ist surjektiv aber nicht injektiv.
4) x> x%: R>0 — R ist bijektiv.

Definition 6.2.3. (Einschrinkung einer Abbildung) Sei f : A — B eine Abbildung und sei C C A.Die
Einschrankung f | C (sprich: f eingeschriankt auf C) von f auf C ist die Abbildung f [ C: C — B mit dem
Graphen

G(f 1C):={(a,f(a)) |a € C} CG().

Eine Einschrinkung wird auch durch f|c : C — B bezeichnet. Weitergehend betrachte f : R — R,
f(x) =x*. Dann ist f weder injektiv, noch surjektiv. Allerdings ist f|g., injektiv.

Definition 6.2.4. (Erweiterung einer Abbildung) Sei g : A — B eine Abbildung und sei D 2 A. Dann heif3t
jede Abbildung i : D — B, die h | A = g erfiillt eine Erweiterung von g auf D.

Man beachte, dass Erweiterungen von Funktionen nicht eindeutig sind.

Definition 6.2.5. (Identitit) Sei A eine Menge. Die identische Abbildung ist die Abbildung, die jedem
a € A wieder a zuordnet, d.h.
T4:A —)A,]IA(CZ) =a.

Definition 6.2.6. (Verkniipfung von Abbildungen) Seien f: A — Bund g : B — C zwei Abbildungen. Die
Verkniipfung von f mit g (oder die Hintereinanderausfithrung von f und g bzw. die Komposition von f
und g) in Zeichen, go f : A — C ist definiert durch

(gof)(a) = g(f(a)).
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Beispiel 6.2.7. Seien f : N — N mit f(n) = n? und g : N — N mit g(m) = 5m definiert. Dann gelten
(1) fog:N—N, (fog)(m) = (5m)?,
(2) gof:N—=N, (go f)(m) =5m>.

Lemma 6.2.8. (Assoziativgesetz) Sind f: A — B, g: B— Cund i : C — D drei Abbildungen, so gilt fiir
deren Verkniipfung das Assoziativgesetz (hog)o f =ho(go f).

Definition 6.2.9. (Umkehrfunktion) Sei f : A — B bijektiv. Die inverse Abbildung von f, die Inverse oder
die Umkehrfunktion von f ist definiert durch
f1:B—>A
fla)—a
Lemma 6.2.10. Sei f : A — B bijektiv. Dann gelten fiir alle a € A, b € B: f~'(f(a)) =a, f(f (b)) =b.
In Funktionsnotation fo f~' =1z und f~lo f =1,.
Definition 6.2.11. Seien (A, <) und (B, ) zwei geordnete Mengen. Eine Abbildung f : A — B heifit

(1) monoton wachsend, falls aus a < b schon f(a) < f(b) folgt;
(2) monoton fallend, falls sich aus a < b die Relation f(b) < f(a) ergibt.

Die Funktion f : R>g =+ R, x — x%, wie auch f i R>0 =R, x— x+5, is monoton wachsend.

Definition 6.2.12. Seien (A, <) und (B, <) geordnete Mengen. Eine bijektive Abbildung f : A — B heifit
Ordnungsisomorphismus, wenn das Folgende gilt

Va,beA:a=<b< f(a) D f(b).
Schreibweise (A, <) = (B, Q).

Sei < die natiirliche Ordnung auf N und sei <¢:= <NN, x N,, <":=<NN, xN,,. Die Totalordnungen
(N, <), (Ng, <) und (N, <*) sind paarweise isomorph. Das heif3t

(N,S) = (Ng7§)7 (N7§) = (Nu7§)7 (Ns‘?S) = (NWS)

Definition 6.2.13. Seien A, B Mengen. Dann ist “ B die Menge aller Funktionen mit Definitionsbereich A
und Zielbereich B.

Oft wird eine Zahl n € N mit der Menge {0, 1,---,n — 1} identifiziert. Insbesondere O entspricht 0, 1
entspricht {0}, 2 entspricht {0, 1}, usw. Sei n € N\{0}. Dann besteht die Menge "2 nach Definition aus
allen Funktionen f: {0,1,---,n—1} — {0, 1}. Beachte, die Anzahl dieser Funktionen ist 2", was auch
die Anzahl der Elemente der Menge ({0, 1,--- ,n—1}) ist.

Beispiel 6.2.14. Noch ein wichtiges Beispiel ist die Menge aller Funktionen von N nach R, bezeich-
net durch “R. Die Elemente dieser Menge werden reelle Zahlenfolgen genannt und iiblicherweise mit
(x0,X1,X2,--+) bezeichnet. Man kann den Begriff einer Zahlenfolge als eine Erweiterung des Begrif-
fes n-Tupel betrachten. Dementsprechend hat eine Zahlenfolge “unendlich viele” statt “n Koordinaten”
(hier n € N)! Um diese Idee priziser auszudriicken werden wir uns im néachsten Kapitel mit dem Begriff
“Michtigkeit” beschiftigen.



EINFUHRUNG IN DAS MATHEMATISCHE ARBEITEN 33
6.3. Unendliches Produkt.

Definition 6.3.1. (Unendliches Produkt) Seien M;, i € I Mengen. Wir definieren

[IMi={r-1=UM|Viel: f(i)eM}

il iel
das Cartesisches Produkt der M;.

Sind alle Mengen M; = M gleich, man schreibt statt [];c; M auch M! oder ‘M, was mit der oberen
Bezeichnung von M! als Menge aller Abbildungen von I nach M iibereinstimmt. Wenn alle M; und I
nichtleer sind, ist [];c; M; # 0 dquivalent zum Auswahlaxiom. Das Auswahlaxiom ist die Aussage, dass
es fiir jede Familie nichtleerer paarweise-disjunkten Mengen eine Abbildung gibt, die genau ein Element
aus jedem Element der Familie aussucht. Formal VF : 0 ¢ F A (Vx,y € F: (x #y=xNy=0)) = ICVx €
F(Sing(CNX)), wobei Sing(CNX) eine Abkiirzung von “hat genau ein Element” ist.

Definition 6.3.2. (charakteristische Funktion) Sei A C N. Die charakteristische Funktion von A, bezeich-
net x4 : N — {0, 1}, wird folgenderweise definiert:

) 1,ifncA
n)y=
xa 0,ifn¢A.

Lemma 6.3.3. Die Abbildung mit Definitionsbereich &?(N) und Zielbereich N{0, 1}, die jeder Menge
A C N die charakteristische Funktion x4 zuordnet, namlich F : 2(N) — N{0,1}, A x4 bijektiv ist.

Beweis. Beachte Ay # Ay < x4, # Xa, gilt fiir alle A;,A; € Z(N). Aulerdem entspricht eine beliebige
Funktion f : N — {0, 1} genau einer Teilmenge Ay C N so dass Xa, = f. Tatséchlich:

e Seien A| # Ay in Z(N). O.b.d.A. 3n € A;\A;. Dann gilt y4,(n) = 1, xa,(n) = 0. Umgekehrt,
angenommen Xp, # X,,» wobei By,B; in Z(N). Dann Im € N : yp, (m) # xp,(m). Das heiit
B ABj ist nicht leer und damit B # Bs.

e Sei f: N — 2 beliebig. Dann Ay := f~'({1}) CNund x4, = f.

6.4. Michtigkeit.

Definition 6.4.1. (Gleichmichtigkeit) Zwei Mengen A und B heiflen gleichmichtig, wenn eine bijektive
Abbildung (eine Bijektion) von A auf B existiert. In diesem Fall sagt man auch A und B haben gleiche
Kardinalitdt oder die gleiche Kardinalzahl und schreibt A ~ B oder |A| = |B].

Beispiele, die wir schon kennen, sind N ~ N, und N, ~ N,,.

Lemma 6.4.2. NxN~N
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Beweis.
(070)0 (170)1 (2>0)3 (3a0)6 (4a0)10
(0,1)2 (1,1)s (2,1)7 3, (4,1)
(0’2)5 (172)8 (272) (3’2) (472)
(073)9 (17 3) (2>3) (37 3) (473)
0,4) (1,4) 44 3,49 (449
Die Formel J(n,m) = m+ %;mﬂ) ergibt den entsprechenden Index. O

Mit der Hilfe der vollstindigen Induktion kann man beweisen, dass N* ~ N fiir jede natiirliche Zahl
k > 1 gilt. Man beachte, dass die Mengen NN und N nicht gleichmichtig sind, was wir als nichstes
beweisen werden.

Definition 6.4.3. Eine Menge M wird

(1) endlich genannt, wenn es ein n € N gibt, so dass M genau n Elemente hat. Das heifit, M wird
endlich genannt, wenn es ein n € N gibt, so dass M und {0, 1,--- ,n} gleichméchtig sind.

(2) abzihlbar unendlich, wenn M gleichméchtig mit N ist. Insbesondere wird M abzéhlbar unend-
lich genannt, wenn es eine bijektive Abbildung von N auf M gibt.

(3) Eine Menge wird abzihlbar genannt, wenn sie endlich oder unendlich abz#hlbar ist.

(4) iiberabzahlbar genannt, wenn M nicht abzihlbar ist.

Theorem 6.4.4. Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzdhlbar.

Beweis. Man beachte, dass die Funktion

f:R—(0,1), f(x) = %(arctan(x) + g)

eine bijektive Abbildung von R auf (0, 1) ist. Damit geniigt es zu beweisen, dass (0, 1) nicht abzéhlbar
ist. Angenommen (0, 1) abzihlbar ist, existiert eine Aufzdhlung {r, },en der reellen Zahlen im offenen
Einheitsintervall. Betrachten wir die Dezimalentwicklung dieser Zahlen:

Fn = 0,700 Tt T2 =+

Damit erhalten wir das folgende Aufzihlung:

1o : 0,X00 701 102 703 Y04 705" * -
ri:0,r10 11 F12 P13 P14 7150
ry 1 0,r20 121 T22 123 124 725 - - -

r3:0,r30 131 132 Y33 134 135" -

. ri—1 wennry;>2
Betrachte r = 0,xgx1xpx3 -+ wobei x; = . Nach Annahme 9n € N : r = r,, und
riy+1 sonst

damit ist r,, = x,,. Widerspruch! O
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Lemma 6.4.5.

(1) Jede Teilmenge eine abzihlbare Menge ist abzihlbar.
(2) Fiir jedes n € N sei A, eine unendlich abzédhlbare Menge. Dann ist | J,,cyA, unendlich abzihlbar.

Beweis. Der Beweis wurde in der Vorlesung gegeben. U
6.5. Satz von Schrider-Bernstein und Satz von Cantor.

Definition 6.5.1. Die Menge A heil3t hdochstens gleichmdchtig zu B, wenn es eine injektive Abbildung von
A nach B gibt. Schreibweise: A < B oder |A| < |B].

Die Abbildungen fy : N = R, fo(x) =x, fi : R = R?, fi(x) = (x,0) und f>: N — N2, f5(x) = (x,0)
sind injektiv. Damit gelten N < R, R < R? und N < N?

Lemma 6.5.2. Wenn A C B, dann A < B.
Beweis. Die Abbildung f: A — B, wobei f(x) = x fiir alle x ist injektiv. O
Lemma 6.5.3. Wenn A < Bund B C A, dann A ~ B.

Beweis. Sei f:A =< B.Sei f’=1,, f"= fofo---of. Damit wird die folgende absteigende Kette erhal-
—_——

n mal

ten: A2 B2 f(A) D f(B) 2 f2(A) 2 f*(B) D ---. Man beachte Ag = ey f*(A) = Npen S"(B). Ferner
M= U AV )0 U 6 w120 = U 61 @00 U o)
k=0 k=0

Sei A; = Uy fX(B)\f**'(A). Damit erhalten wir die folgenden Darstellungen der Mengen A und B
als disjunkte Vereinigungen: A = (Ao UA;) UA\BU f(A)\ f(B)U f2(A)\ f*(B)U--- und

= (A UA) US(ANF(B)UfA(A\S2(B)U f(A)\f*(B)U
Jetzt ist es aber nicht schwer zu beweisen, dass die Abbildung #: A — B, wobei
h(x) = X falls x € Ag UA;

f(x) sonst

)

bijektiv ist und daher ist A = B. U

Korollar 6.5.4. A ist gleichméchtig zu B genau dann wenn es eine injektive Abbildung von A nach B und
eine surjektive Abbildung von A auf B gibt.

Theorem 6.5.5. (Satz von Cantor) Sei A eine Menge. Dann Z(A) = {X : X CA} A A.

Beweis. Angenommen &?(A) < A. Nach dem Lemma existiert eine surjektive Abbildung f: A — Z2(A).
SeiA={x€A:x¢ f(x)}. Dann ist A eine Teilmenge von A. Sei a = f~'(A). Jetzt sind AC A, a € A und
es bestehen zwei Moglichkeiten: entweder a € A oder a ¢ A. Wenn a € A, dann erfiillt a die Definitions-
eigenschaft von A. D.h. a ¢ f(a). Da aber f(a) = A, ista ¢ A. Widerspruch! Wenn a ¢ A, dann a ¢ f(a)
da A = f(a). Daher erfiillt a die Definitionseigenschaft von A. Deshalb a € A. Widerspruch! g
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Definition 6.5.6. Die Menge B heil3t méchtiger als A, auch A weniger michtiger als B wenn
A <BundA # B.

Korollar 6.5.7. Sei A eine Menge. Dann A < 2 (A).

Beweis. Die Abbildung f:A — A, a+— {a} ist injektiv. Deshalb A < &?(A). Nach dem Satz von Schroder-
Bernstein A ~ B < A < BAB =< A. Nach dem Satz von Cantor &#?(A) A A. Daraus folgt A % Z(A) und
damit A < Z(A). O

Fiir jedes n € N\{0}, sei Z"(N) = Z2(Z(--- Z(N))),

n mal
Der Satz von Cantor ergibt eine unendliche, aufsteigende Kette verschiedener Unendlichkeiten:

N< ZN)~R< Z*(N)<--- < P"(N) <---
Theorem 6.5.8. R ~ Z(N).

Beweis. Die Abbildung A : R — (0,1) wobei A : x — L (arctan(x) + %). ist bijektiv. Es ist geniigend zu
beweisen, dass (0,1) ~ Z(N). Erstens zeigen wir, dass (0,1) < VN. Die Dezimalentwicklung 0.rory - - -
einer reellen Zahl r € (0, 1) bestimmt die Funktion f, € NN, wobei f,(n) = r, fiir jedes n. Die Abbildung
F:(0,1) = NN, F(r) = f, ist injektiv und daher (0,1) < NN. Als nichstes zeigen wir, dass "N < 2 (N).
Man beachte, dass die Abbildung F : "N — 2(N x N), F(f) = Graph(f) injektiv ist und daher gilt
NN < 2(N xN). DaN x N N, ist auch Z(N x N) ~ #(N) und damit gilt "N < 22(N). Ferner wird
P(N) = N{0,1} bewiesen. Gewiss ist F : Z(N) — N{0, 1}, die jeder A die charakteristische Funktion
X4 zuordnet, injektiv. Zuletzt wird N{0,1} < (0,1) iiberpriift. Man beachte, dass jede f € N{0,1} die
Dezimalentwicklung ry = 0.£(0)f(1)--- bestimmt. Die Abbildung F : N{0,1} — (0,1), F(f) = ry ist
injektiv und damit N{0,1} < (0, 1) gilt. Nach dem Satz von Schroder-Bernstein gilt (0,1) ~ Z(N). [

Die Kontinuumshypothese (CH) ist die folgende Behauptung:
Sei A C R unendlich. Dann ist A =~ N oder A =~ R.

Wenn CH, dann gibt es keine unendliche Gro8e streng zwischen N und R. Es kann aber auch sein, dass
es unendlich viele Unendlichkeiten dazwischen gibt. Es ist wichtig zu betonen, dass CH von der iiblichen
Axiomen der Mathematik unabhéngig ist.

Proposition 6.5.9. "N ~N{0,1} ~ 2(N) ~ R

Beweis. Man beachte, dass 2% C NN und damit 2N < NN, Allerdings ist NN < 2 (NxN)~ Z(N)~ 2N,
Damit gelten 2¥ < NN und NV < 2N, Nach dem Satz von Schroder-Bernstein gilt 21 ~ NV, U

Korollar 6.5.10. N < NV

Beweis. Nach dem Satz von Cantor ist N < Z2(N) und damit gilt N < NV, O
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7. ZAHLENMENGEN

7.1. Die natiirlichen Zahlen. Die folgende axiomatische Beschreibung von N wird von Giuseppe Peano
(1858-1932) gegeben:

Diskussion 7.1.1. (Peano-Axiome) Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N zusammen mit einer Vor-
schrift S, die die Peano-Axiome erfiillt:

PA1.0eN

PA2.Vn e N: (S(n) € N)

PA3.Vn € N:=(S(n) =0)

PA4.Vne N:Vm e N: (S(n) =S(m)) =n=m.

PAS. Enthilt eine Menge M C N die Zahl 0 und mit jeder Zahl ihren Nachfolger, so ist M = N.

Auf N sind Addition 4 und Multiplikation - definiert, wobei

e (N, +) eine kommutative Halbgruppe mit Nullelement O ist;
e (N,.) eine kommutative Halbgruppe mit Einselement 1 ist;
e + das Distributivgesetz beziiglich - erfiillt.

Auflerdem gelten die beiden Ordnungsaxiome

Ol.Ista<b,soistfirallec e Naucha+c<b+c.
02. Sind x > 0 und y > 0, so ist xy > 0.

In der naiven Mengenlehre sind die Peano-Axiome als Definition der Menge der natiirlichen Zahlen N
zu betrachten. Allerdings kann man im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre beweisen, dass es eine
eindeutig bestimmten Menge gibt, die die Eigenschaften PA1-PAS erfiillt, d.h. die Existenz der natiirlichen
Zahlen wird in der axiomatischem Mengenlehre bewiesen.

7.1.1. Die natiirlichen Zahlen und axiomatische Mengenlehre.

Definition 7.1.2.
(1) (Trichotomie) Eine Relation R auf M erfiillt Trichotomie, wenn das Folgendes gilt

Ya,b € M : aRbN bRaV a = b.
(2) (Irreflexivitit) Sei R eine Relation auf M. Dann heifit R irreflexiv, wenn
Ya € M : —aRa.

(3) (strikte Totalordnung) Eine irreflexive, transitive Relation R auf eine Menge M heif3t strikte To-
talordnung, wenn sie zusitzlich Trichotomie erfiillt.

Die folgenden Relationen sind strikte Totalordnungen: (R, <), (Q, <), (Z,<), (N, <) usw.

Proposition 7.1.3.

e Sei (M,R) eine strikte Totalordnung. Dann ist die Relation R* eine Totalordnung auf M, wobei

Ya,b e M :aR*b < aRbV a=b.
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e Sei (M,R) eine Totalordnung. Dann ist die Relation R* eine strikte Totalordnung auf M, wobei
Ya,b € M : aR*b := aRb Na # b.

Bemerkung 7.1.4. Wenn R eine strikte Totalordnung auf M ist, wird R* die oben definierte total geordnete
Relation auf M bezeichnen. Umgekehrt: Ist (M, R) eine Totalordnung, bezeichnet R* die oben definierte
strikte Totalordnung auf M.

Betrachten wir nochmals die (endlichen) von-Neumann-Ordinalzahlen:
=0,

= {0} = {0},

={0,{0}} ={0,1},

:=1{0,{0},{0,{0}}} ={0,1,2},
:={0,{0}.{0.{0}},{0,{0},{0.{0}}}} ={0,1,2,3},

e o o o o o
M E N (SN IN | \S T Ll [

Beispiel 7.1.5. Die binidre Relation € auf

(1) {0} ist einfach 0.
(2) {0,{0}} ist die Menge {(0,{0})}.
(3) {0,{0},{0,{0}}} ist dic Menge {(0,{0}),({0},{0,{0}}),(0,{0,{0}})}

Ein weiteres Beispiel ist die binidre Relation € auf 4. Das ist die folgende Menge:

{(0,{0}),(0,{0,{0}}),(0,{0,{0},{0,{0}}}),
({0},{0.{0}}), ({0},{0,{0}.{0,{0}}}),
({0,{0}},{0,{0},{0,{0}}})}

Beachte, n+ 1 ist nach Definition die Menge nU {n}. Im Allgemeinen wird, wann immer A eine ge-
gebene Menge ist, S(A) := AU{A} der Nachfolger von A genannt. Man beachte, die Relation € auf n ist
eine strikte Totalordnung! Tatsdchlich ist sie irreflexiv, transitiv und erfiillt Trichotomie. Die Ordnungen
(n, €) erfiillen eine weitere wichtige Eigenschaft:

Definition 7.1.6. (strikte Wohlordnung) Sei R eine strikte Totalordnung auf M. Dann heifit R eine strikte
Wohlordnung, wenn jede nichtleere E C M, ein Minimum beziiglich R* hat.

Die Relation € auf n ist eine strikte Wohlordnung. Als ein weiteres Beispiel, betrachte fiir jedes n € N
die Menge E, := [n,0) C R. Sei X = {E,}nen und definiere A < B :< A C B. Dann hat X kein =<-
Minimum und damit ist (X, <) eine Totalordnung, aber keine Wohlordnung. Auflerdem ist (X, <) eine
strikte Totalordnung, aber keine strikte Wohlordnung.

Betrachten wir als nichstes die Menge X aller endlichen von-Neumann-Ordinalzahlen n. In der axio-
matischen Mengenlehre wird die Existenz der Menge X mit Hilfe von den Unendlichkeit- und Aussonde-
rungsaxiomen (wie auch weiteren Axiomen) bewiesen. Das Unendlichkeitsaxiom lautet:

(ZF7) 3Z:VX: (0 € ZN (X € Z= S(X) € Z)).
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Nach dem Unendlichkeitsaxiom existiert eine Menge Z, die alle Mengen der Form n enthilt! Die Menge
der natiirlichen Zahlen enthilt aber keine anderen Elemente. Zu diesem Zweck wird das Aussonderungs-
axiom verwendet. Das lautet: Sei @ eine Formel der ersten Stufe in der Sprache der Mengenlehre und y
eine Variable, die nicht frei in ¢ vorkommt. Dann gilt

(ZF3) WV :3Y :VX(X €Y & X € VAQ(X))

Man beachte, eine Formel der ersten Stufe in der Sprache der Mengenlehre haben wir in dieser Einfiihrung
in die hohere Mathematik nicht definiert, was aber in spezialisierten Logik-Vorlesungen angegeben wird.

Diskussion 7.1.7. Die Relation € ist irreflexiv, transitiv und erfiillt Trichotomie auf X. Ferner ist (X, €)
eine strikte Wohlordnung. Im Allgemeinen wird eine Menge z mit den Eigenschaften, dass Vy € z:y C z
gilt und dass € eine strikte Wohlordnung auf z ist, eine Ordinalzahl, oder von-Neumann-Ordinalzahl, ge-
nannt. In der Mengenlehre wird (X, €) mit @ bezeichnet und ist als die kleinste unendliche von-Neumann-
Ordinalzahl bekannt. Eigentlich ist w, oder X, nichts anderes als die Menge der natiirlichen Zahlen, selbst!
AuBerdem kann man beweisen, dass diese Menge die Peano-Axiome erfiillt.

7.1.2. Fundierung.

Definition 7.1.8. (wohlfundierte Relation) Sei M eine Menge und sei R eine Relation auf M. Die Relation
R heifit wohlfundiert, falls es fiir jede nichtleere Teilmenge E von M ein x € E gibt mit Vy € E : —(yRx).

Diskussion 7.1.9. (Fundierungsaxiom)

e Man beachte, dass wenn < wohlfundiert auf M ist, in M keine unendlichen absteigenden Ketten
beziiglich < existieren. Das heift, es gibt keine {a, } ,ey € M mit der Eigenschaft Vn € N: a, 1 <
ay. Insbesondere enthalten wohlfundierte Relationen keine Zyklen!

e Nach Definition ist (¢, €) eine strikte Wohlordnung fiir jede Ordinalzahl o. Man beachte, dass
jede strikte Wohlordnung fundiert ist. Damit ist € auf jeder Ordinalzahl o wohlfundiert.

e Das Fundierungsaxiom ist die Aussage, dass die Relation € auf jeder nicht leeren Menge wohl-
fundiert ist. Das Fundierungsaxiom lautet

Vx:(-(x=0)= (Fy: (yexA—-Tz: (x€EzAZEY))))

7.2. Die ganzen Zahlen. Einer der groften Unterschiede zwischen der Menge der natiirlichen Zahlen
und der Menge der ganzen Zahlen ist die Menge der Losungen der Gleichung x+n = 0, wobei n € N\{0}.
Wihrend die Gleichung in N nicht Losbar ist, ist sie 16sbar in Z.

Die ganzen Zahlen werden aus den natiirlichen Zahlen folgenderweise konstruiert. Betrachte die Rela-
tion ~ auf N x N

(m,n) ~ (m',n) & m+n =m' +n.

Diskussion. Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass sie eine Aquivalenzrelation ist:
Reflexivitit: (m,n) ~ (m,n) gilt, dam+n=n+m.
Transitivitit: Angenommen (m,n) ~ (m’,n') und (m’,n’) ~ (m” ,n"). Dann gilt
(D) m+n =n+nt,
(2) m/ +n// — n/ "‘mN-
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Zu iiberpriifen ist (m,n) ~ (m”,n"). Das heiBt, wir miissen iiberpriifen, dass m +n" = n+m" gilt. Also
gilt
m+n" s (2) m+ (0 +m" —m') ws (1) m+@ +m" —m—n"+n)=m"+n
fiir n' fiir m/
wie erwiinscht.
Symmetrie Angenommen (m,n) ~ (k). Zu zeigen ist (k,1) ~ (m,n). Also gilt m+ [ = n+ k und nach

Kommutativitit der Addition auf N gilt k+n =1+ m.

Dann kann man die ganze Zahlen als die folgende Faktormenge definieren Z := (N x N) /~.
Lemma 7.2.1. Es gilt Z = {[(n,0)] : n € N}U{[(0,n)] : n € N}.

Beweis. Offensichtlich Z = {[(n,0)] : n € N}U{[(0,n)] : n € N} C (N x N)/~. Als nichstes betrachten
wir eine beliebige Aquivalenzklasse [(m,n)]. Mann beachte: Wenn n > m, dann gilt (m,n) ~ (k,0), wobei
k =m —nund wenn n > m, dann gilt (m,n) ~ (0,k) wobei k =n—m. O

Aufgabe 4.

(1) Bestimme die Elemente von [(0,0)].
(2) Bestimme die Elemente des Durchschnitts X = {[(n,0)] : n € N} N {[(0,n)] : n € N}.

Beweis. (1) Seien m,n € N. Dann (m,n) ~ (0,0) gdw. n+0 = m+ 0 gdw. m = n. Das heifit [(0,0)] =
{(m,n) :m=n}.

(2) Sei [(x,y)] € X. Dann gelten (x,y) ~ (n,0) fiir ein n € N und (x,y) ~ (0,m) fiir ein m € N. Damit
x+0=y+nund x+m = y+0. Daraus folgt x = (x+m) +n = x+ (m+n) und daher m +n = 0. Die
einzige Losung dieser Gleichung in N ist # = m = 0 und damit ist x = y. Es ergibt sich

{[(n,0)] : n € N}n{[(0,n)] : n € N} =[(0,0)].

Definition 7.2.2. Seien m,n € N. Definiere folgenderweise eine Ordnungsrelation auf Z:
[(m,n)] < [(m',n)]:&m+n" <n+m'.

Behauptung 7.2.3. Die Definition der Ordnungsrelation < auf Z ist unabhiingig von den Reprisentanten
der Aquivalenzklassen:

Beweis. Seien (mg,ng) ~ (mi,n1) und (mg,ny) ~ (m},n)). Wir miissen zeigen, dass [(mo, no)] < [(m,n;)]
edw. [(my,n1)] < ()1}

(=): Angenommen a) mg + ng, < ng+my, b) mo+ny = no+my, ¢) my+n| = nj+m|. Zu zeigen ist
my +n| <njp+m).

my +n) aus ©) my + (ny +my —myg) ausb) (mo+ny —np) + (ny +my —mg)
= (mo+ny) + (n; —ng) + (n] —my)
aus a)

< (no+mp) +n1 —no+my —my < ny +-mj.

(<) Ahnlich. O
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Diskussion 7.2.4.

(1) Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass die Abbildung @y : N — Z,n +— [(n,0)] injektiv ist.
Tatsdchlich: Angenommen f(n) = f(m). Dann [(n,0)] = [(m,0)] und damit (n,0) ~ (m,0). Nach
Definitionn+0=m+0und son =m

(2) Es ist auch leicht zu zeigen, dass fiir alle n,m € N:

a) [(n,0)] <[(m,0)] gdw.n <m
b) [(0,n)] <[(0,m)] gdw. m < n
¢) [(0,n)] < [(m,0)]

gelten. Damit erkennen wir in {[(m,0)] : m € N} die natiirlichen Zahlen und in {[(0,m)] : m €
N\{0}} die negativen ganzen Zahlen.
(3) Es ist auch leicht zu tiberpriifen, dass
¢ N = {[(n,0)] :n € N},n = [(n,0)]
ein Ordnungsisomorphismus ist.
Aufgabe 5. Sei F : {[(0,n)] : n € N} = N, [(0,n)] — n. Sei < die folgenderweise definierte Ordnungsre-

lation auf N:
m=ngdw.n <m.

Zeigen Sie, dass F ein Ordnungsisomorphismus zwischen Z<( := {[(0,n)] : n € N} und (N, <).
Lemma 7.2.5. Die Relation < ist eine Totalordnung auf Z.

Beweis. Reflexivitdt Nach Definition.

Transitivitit Seien [(mo,no)] < [(m1,n1)], [(m1,n1)] < [(m2,n2)]. Dann mo +n; < ng+m; und m; +
ny < ny +my. Zu zeigen ist [(mg,ng)] < [(ma,ny)]. Das heiBt, es ist zu zeigen, dass mg + ny < ng + ms.
Also mo+ny < mo+ (ny +my —my) < (ng+my —ny) + (ng +my —my) = ng+ms.

Antisymmetrie wird dhnlich bewiesen.

Je zwei Elemente der Faktormenge sind vergleichbar: Nach Diskussion 7.2.4. O

Definition 7.2.6. Seien a,d’,b,b’ € N. Definiere die folgenden Rechenoperationen auf Z.
(b & [(d. b)) = [(a+d.b+)] und [(a,b)] @ [(d',b')] := [(aa + b, bl +ba)].

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass die obigen Definitionen unanhiingig von den Reprisentanten der Aquivalenzklassen
sind.

Behauptung 7.2.7. Seien m,n € N. Es gelten:

(D) [(n,0)] @ [(m,0)] = [(m+n,0)], [(n,0)]®[(m,0)] = [(nm,0)],
@) [(0,n)]®[(0,m)] =[(0,m+n)],  [(0,n)]@[(0,m)] = [(0,nm)],
3) [(n,0)]®[(0,m)] = [(n,m)],  [(n,0)]@[(0,m)] = [(0,nm)],
@) [(0,n)]®[(m,0)] =[(m,n)],  [(0,n)]@[(m,0)] = [(0,nm)].
Beweis. Nach Definition. ]

Theorem 7.2.8. Die ganzen Zahlen (Z, +, -) sind ein Integritiitsbereich.
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Diskussion 7.2.9. Ab jetzt wird die bekannte Schreibweise fiir die ganzen Zahlen verwendet: jede Klasse
[(n,0)] wird mit n bezeichnet und jede Klasse [(0,7)] wird mit —n bezeichnet.

Es gibt noch eine wichtige Eigenschaft der ganzen Zahlen, die wir als nichstes beweisen werden:
Lemma 7.2.10. Sei T C Z, T # 0, T nach unten beschrinkt. Dann hat T ein kleinstes Element.

Beweis. Betrachte die Menge M := {n € N |Vk € T : k+n > 0}. Da T von unten beschrinkt ist, ist
M nicht leer. Nach den Eigenschaften der natiirlichen Zahlen hat M ein kleinstes Element m und es gilt
M’ :={z+m |z € T} CN. Betrachte jetzt das kleinste Element n von M’ und seiy :=n—m. Dan e M/,
gilt y € T. Als letztes betrachte ein beliebiges z € T. Dann gilt z+m > n. Daraus folgt z > n —m und
somit z > y gilt. U

7.3. Die rationalen Zahlen. Sei n € N eine beliebige Zahl. Betrachten wir die Gleichung x-n = 1. Die
Gleichung hat keine Losungen weder in N, noch in Z, auler wenn n = 1.
Sei Z, = {a € Z : a > 0}. Betrachte die folgenderweise definierte Relation ~ auf Z x Z ., wobei

(mn) ~(m' ;') :om-n" =m-m'

ist eine Aquivalenzrelation. Tatszichlich:
Reflexivitdt gilt, da (m,n) ~ (m,n) gdw. mn = nm.
Transitivitdt ist leicht nachzuweisen: Angenommen (mqg,no) ~ (mp,n;) und (my,n;) ~ (mz,nz). Dann
gelten mg - ny = ng - my, my -np = ny - my. 2 zeigen my - np, = ng - my. Es gilt:
ng - ny ny - my ny np-mp

mo-ny =no - =ng =ny =ngy-my.
ni ni ni ny

Symmetrie: Nach Definition.
Definition 7.3.1. Die Menge der rationalen Zahlen Q ist die Faktormenge (Z x Z,.)/~.
Behauptung 7.3.2. Die Abbildung F : Z — Q, n+ [(n, 1)] ist injektiv.
Definition 7.3.3. Auf Q definieren wir die folgende Ordnungsrelation <:
[(m,n)] <[(m',n)] :&m-n" <n'-m.

Aufgabe 7. Zeige, dass die Ordnungsrelation < auf Q

(1) wohldefiniert ist (das hei3t, dass die Definition von < unabhingig von den Reprisentanten der
Aquivalenzklassen ist);
(2) eine Totalordnung auf Q ist.

Beweis. Um (1) zu beweisen, betrachte (mq,no), (mg,np), (mi,n;) und (m},n}) so dass:

a) (m(),l’lo) ~ (ml,nl) und

b) (mp,np) ~ (my,n}).

Zeige, dass [(mo,no)] < [(m,n()] genau dann wenn [(m;,n;)] < [(m],n})]. Das heift, wir miissen zeigen,
dass mong, < nomy, genau dann wenn mn’; < nym.
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Um (=) nachzuweisen, beachte:

a)

/
mq - n| Annahme ny ng-m
my -n'l = n'l . < 0

=L
no no I’lo

b) /
= n ml

Um (<) nachzuweisen, beachte:

my - ng Annghme ) nl.m’l

!/ /
my-ny = Ny - < ny-
00y, 0 n n}
/ /
— no-m _ /
—I’l()'i, =np-nj.
m
Beweisen Sie Teil (2) selbstéindig. O

Als nichstes definieren wir die folgenden Rechenoperationen auf Q.
Definition 7.3.4. Fiir m,m’ € Z und n,n’ € Z. definiere:
[(m,m)) & [(n', )] 2= [+ Y] wnds [(m, )] @ [ 2] 2= (o))

Aufgabe 8. Zeige, dass die obigen Definitionen unabhingig von den Repriisentanten der Aquivalenzklassen
sind. Das heif}t, die Operationen sind wohldefiniert.

Diskussion 7.3.5. Die folgenden Eigenschaften der eingefiihrten Operationen (Addition, &, und Multi-
plikation, ®) sind nicht schwer zu iiberpriifen:

(1) Die Operationen sind assoziativ und kommutativ.
(2) Die Multiplikation ist iiber die Addition distributiv.
(3) Fiir alle [(p,n)] € Q gelten

[0, )] @ [(p,n)] = [(p,n)] und [(=p,n)] ©[(p,n)] = [(0, 1)].
(4) Fiir alle [(p,n)] € Q\{[(0,1)]} gelten
[(p,m)]@[(n,p)] = [(1, )] fir p >0 und  [(p,n)] @[(=n,—p)] =[(1,1)] fiir p <O0.
Behauptung 7.3.6. Die Abbildung ¢z :Z — Q, a — [(a, 1)] ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Beweis. Zunichst zeigen wir Injektivitit: Beachte (aj,1) ~ (az,1) gdw a; -1 = ay - 1. Als nichstes ist
¢z(a+b) = @z(a) ® @z(b) zu iiberpriifen. Es gilt:
(a,D]@[(b,1)]=[(a-14+Db-1,1-1)] =[(a+D,1)].
Zuletzt wird ¢z (a-b) = @z(a) ® @z(b) tberpriift. Nach Definition gilt
[(a, D] & [(b,1)] = [(ab, 1-1)] = [(ab, 1)]
und damit gilt die erwiinschte Gleichheit. U

Theorem 7.3.7. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben als Teilmenge der rationalen
Zahlen beschrdnkt.



44 VERA FISCHER

Beweis. Angenommen N sei beschréinkt. Dann 3(m,n) € Z x Z. mit der Eigenschaft
Vk e N:[(k,1)] < [(m,n)].
Das heiit, Vk e N:k-n < 1-m.Seik=m+ 1. Dann (m+1)-n=m-n+n < m. Das ergibt
m-n+n—m=m-(n—1)+n<0.
Das ist ein Widerspruch, dan—1 > 0 und damitistm-(n—1)+n > 0. O

Definition 7.3.8. Sei (K, +, -) ein Korper und sei < eine Totalordnung auf K. Dann heifit (K, +, -, <)
ein geordneter Korper, falls die Ordnungsrelation mit den Rechenoperationen vertriglich ist. Das heif3t,
die folgenden beiden Ordnungsrelationen gelten: Fiir alle ¢, r,s € K gilt:

(1) g<reg+s<r+s

2) g>0NAr>0=¢gr>0.

Bemerkung 7.3.9. Die Eigenschaft (1) in der obigen Definition wird Ordnungsaxiom O1 genannt und
Eigenschaft (2) Ordnungsaxiom O2 genannt.

Korollar 7.3.10. Die Menge der rationalen Zahlen (Q, +, -, <) ist ein geordneter Korper mit Nullele-
ment [(0, 1)] und Einselelement [(1,1)].

Beweis. Siehe Diskussion 7.3.5. O

Bemerkung 7.3.11. Ab jetzt wird die Aquivalenzklasse [(m,n)] mit der uns schon wohl bekannten Bruch-
notation “' bezeichnet.

7.3.1. Rechenregel in geordneten Korpern.

Proposition 7.3.12. (Rechenregel in geordneten Korpern) In einem geordneten Korper (K, +, -, <)
gelten folgende Aussagen. Seien x,y,z in K:

D) x<ysy—x>0.

2)x<0&s —x>0.

(3) Istx > 0und y <z, dann folgt xy < xz.

(4) Istx < Oundy < zdann xy > xz.

(5) Fiir x # 0 ist x> > 0 und daher 1 > 0.

(6) Ist 0 < x <y, dann folgt 0 < y~! < x~ 1.

Beweis. Fangen wir mit dem Beweis von Teil (1) an. Zunéchst wird (=) bewiesen. Es gilt

O — — < — = —
AG,+x+( x)0_1y+( x)nachDef.y o

wobei O1 eine Abkiirzung fiir Ordnungsaxiom O1 ist. Um (<=) nachzuweisen, beachte:
0<y—x=0+xs(y—x)+tx=y+(-x+x) =y,
wobei in der vorletzten Gleichung die Eigenschaften der abelsche Gruppe (K, +,0) verwendet werden.

Teil (2) folgt aus Teil (1) mit y := 0. Tatséchlich lautet (1) dann: x <0< —x > 0.
Als Nichstes beweisen wir Teil (3). Wir betrachten die folgenden drei Fille:
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(1) Fall 1: y = z. Dann gilt xy = xz trivialerweise.

(2) Fall 2: x=0. Dann gilt 0-y = 0-z = 0 wegen Rechenregeln in Ringen.

(3) Fall 3: x >0 und y # z. O.B.d.A. sei y < z. Dann gilt 0 < z—y nach (1). Dann gilt nach dem
Ordnungsaxiom O2

(z—y)>0A(x>0)=x-(z—y) >0
und damit xz — xy > 0. Mit Hilfe von Ordnungsaxiom O1 ergibt sich:
0+xy < (xz—xy) +xy

und damit gilt xy < xz.

Teil (4) folgt aus (1) und (3). Tatséchlich: Sei x < 0 und y < z. Dann gilt (—x) > 0 nach (2). Nach (3)
gilt (—x) -y < (—x) - z. Aus Ordnungsaxiom O1 ergibt sich

(=x)-y+x-y<(=x)-z+x-y

Aus den Rechenregeln in Ringen folgt:

(—x+x)-y<(—x-2)+x-x
0-y<(—x-x)+x-y
0<(—x-z)+x-y

Nach dem Ordnungsaxiom O1 gilt:
¥z < ((—xz) +xy) +x2

und damit (nach Rechenregeln in Ringen) xz < xy.

Als Nichstes beweisen wir Teil (5). Nach Definition ist < eine Totalordnung und < ist die assoziierte
strikte Totalordnung. Daher gilt x < 0 oder x > 0. Falls x > 0, so gilt x> > 0 wegen Ordnungsaxiom
02. Falls x < 0 ist (—x) > 0 wegen (2) und (—x) - (—x) > 0 gilt wegen des obigen Falls. Nach den
Rechenregeln in Ringen gilt (—x) - (—x) = x2. Damit gilt x> > 0. Nach den K&rperaxiomen gilt 1 # 0 und
daher gilt 1-1=1> 0.

Um Teil (6) zu beweisen betrachte ein beliebiges x mit 0 < x. Da < eine strikte Totalordnung ist, gilt
x '<0vx'=0vx~'>0.DerFall x~! =0ist unmoglich und x ! < 0 fiihrt zu Widerspruch. Tatséchlich
folgt x-x~! <0aus x~' < 0und 0 < x und damit 1 < 0, was ein Widerspruch zu Teil (5) ist. Daraus folgt
x~! > 0. Betrachten wir jetzt beliebige x,y mit 0 < x < y. Dann gelten 0 < x~! und 0 < y~!'. Nach dem
Ordnungsaxiom O2 gilt 0 < (x~'-y~!). Es folgt aus (2) und x < y, dass x- (x~!'-y™!) <y-(x~'-y~!) und
damit gilt y~! < x7 1. O

Behauptung 7.3.13. Sei K ein geordneter Korper.

(1) Seiae K,1 <aundseienx >a,n>2,n € N. Es gilt x" > a.
(2) Seibe K,0<b<lundneN,n>2. Esgilth" <b.
(3) Seien 0 < b < a Elemente in K und sei n € N\{0}. Es gilt b" < a".
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7.4. Die reelle Zahlen.

Definition 7.4.1. Eine totalgeordnete Menge (M, <) heifit ordnungsvollstindig, falls jede nicht-leere nach
oben (nach unten) beschrinkte Teilmenge E C M ein Supremum supE € M (ein Infimum inf £ € M) hat.

Lemma 7.4.2. Die Menge der rationalen Zahlen ist nicht ordnungsvollstindig da
A={xeQ|0<xAx*<2}

kein Supremum in Q hat.

Beweis. Beachte, dass 1 € A und damit ist A # 0.

Behauptung. A ist nach oben beschrinkt.

Beweis. Angenommen Jx € A : x > 2. Dann gilt nach den Rechenregeln in Kérpern x? > 2x und 4 < 2x.
Die Relation ist transitiv und damit 4 < x2. Nach Annahme ist x € A, was x> < 2 ergibt. Daraus folgt 4 < 2,
was offensichtlich ein Widerspruch ist! Es folgt Vx € A 1 x < 2. U

Angenommen Q sei ordnungsvollstindig. Betrachte m := supA € QQ und sei
m*—2  2m+2
m+2  m+2°

2(m?—2)
(m+2)*

c.=m-—

Damit gilt ¢ > 0, ¢ € Q. Man beachte ¢ —2 =

ist m*> > 2 oder m? < 2.
Betrachten wir den Fall m? > 2. Dann gilt ¢> > 2. AuBerdem gilt:

Es bestehen genau zwei Moglichkeiten. Entweder

Behauptung. Sei x € Q, x > 0 und x*> > 2. Dann ist x eine obere Schranke fiir A.

Beweis. Angenommen Ja € A : x < a. Dann gelten nach den Rechenregeln in Korpern x> < xa und xa <

a®. Die Relation < ist transitiv und damit gilt P <da? <2 wasx*>?2 widerspricht. O
Dann ist ¢ eine obere Schranke fiir A und auch ist c <m (da ’Zi;; > (), was in Widerspruch zu m = supA
steht.
Als Nichstes betrachten wir den Fall m? < 2. Dann gilt ¢> < 2 und damit ist ¢ € A. Daraus folgt ¢ < m.
Wegen der Definitionsgleichung von ¢ gilt aber auch ¢ > m. Widerspruch! O

Theorem 7.4.3. (Richard Dedekind) Es existiert ein ordnungsvollstindiger geordneter Korper R, der Q
als geordneten Unterkorper enthdlt und der, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Die Menge R wird
Menge der reellen Zahlen genannt. Die Elemente der Menge R\Q werden irrationale Zahlen genannt.

Theorem 7.4.4. Seien x,y € R beliebig. Dann gelten:

(1) (Archimedische Eigenschaft) x >0 = 3dn € N:nx > y.
(2) (Dichtheit) x <y=3q € Q:x< q<y. Ferner gibteseinr c R\Q: x <r <y.

Beweis. Um (1) zu beweisen, nehmen wir an, dass A := {nx | n € N} nach oben durch y beschrénkt ist.
Sei o :=supA. Es gilt @ —x < a und nach Definition von Supremum ist & — x keine obere Schranke von
A. Das heift, 3n € N : @ —x < nx und damit gilt auch o¢ < (n+ 1)x. Das Letztere widerspricht aber der
Tatsache, dass o eine obere Schranke von A ist.
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Als Nichstes beweisen wir Teil (2). Sei x < y und damit y —x > 0. Nach Teil (1) gibt es n € N mit der
Eigenschaft, dass n(y —x) > 1. Beachte, dass n # 0. Betrachte jetzt die Zahlen 1, nx. Da 1 > 0, kénnen
wir (1) wieder anwenden um m; € N mit der Eigenschaft m; (= m; - 1) > nx zu finden. Ahnlich,

dmy, € N:my > —nx.

Zusammengefasst gilt —my < nx < m;. Betrachte M := {k € Z : nx < k}. Dann ist m; € M und —my; ist
eine untere Schranke von M. Nach den Eigenschaften der ganzen Zahlen besitzt M ein kleinstes Element
m und damit gilt m — 1 < nx < m. Daraus folgt nx < mund m < nx+1 < ny. Dann gilt nx < m < ny. Es
folgt x < 7 <y,dan>0.

Um die Existenz der gewiinschten Zahl r € R\Q nachzuweisen wenden wir das obige Argument auf
x <y an, um ein g¢; € Q mit x < ¢g; < y zu finden und noch einmal auf g; < y an, um ein ¢, € Q mit
x < g1 < g <y auszuwihlen. Sei r := g; + 254 - /2. Da q> > qi, gilt r > gy. Ferner beachte, dass r
irrational ist (sonst wire /2 rational!). AuBerdemist g —r = (g2 —q1) (1 — \%2) >0unddamitr < g,. O

Diskussion 7.4.5. Wenn y > 0 und y> = 2, dann gilt 1 < y. Stimmt das? Konnen Sie es beweisen? Wiire
y < 1, dann y? < 1 und somit 2 < 1, was offensichtlich ein Widerspruch ist! Haben wir die Ungleichung
1 <+2im obigen Beweis verwendet?

Proposition 7.4.6. (Existenz und Eindeutigkeit der Wurzel) Fiir alle a € R mit a > 0 und alle positiven
n € N gibt es genau ein x € R mit x > 0 und x" = a.

Beweis. Eindeutigkeit Angenommen c # b seien Losungen der Gleichung. O.b.d.A. gilt a < b. Man be-
achte:

Behauptung. Seien 0 < x < y. Dann gilt Vn € N\ {0} : x"* < y".

Beweis. Mit vollstindigen Induktion. Induktionsanfang Es gilt x' < y'. Induktionsannahme Es gelte x* <
y*. Induktionsschritt Nach den Rechenregeln in den Korpern gilt x - x" < x-y". Wire x-x" = x-y", dann
ist X = y" ein Widerspruch. Das heiBt, x"*! < x-y". Andererseits folgt aus x < y auch x-y" < y-y" und
damit x -y < y**!. Nach Transitivitit der Ordnungsrelation folgt x" ! < y"+1, O

Nach der obigen Behauptung gilt ¢” # b", was ein Widerspruch ist.

Existenz Wenn n = 1 oder a = 1, ist die Existenz einer Losung der Gleichung x" = a offensichtlich.
Also, nehmen wir an, dass a > 1, n > 1. Betrachte die Menge

A={xeR:x>0Ax"<a}.
Dann gilt 1 € A und damit A # 0. Man beachte, das gilt:
Behauptung. Seix € R, x > 0 und x" > a. Dann ist x eine obere Schranke fiir A.

Beweis. Angenommen Jy € A: x <y.Da0 < x <y, es folgt nach den Rechenregeln in Kérpern x" < y"
(siehe Behauptung 7.3.13). Es folgt a < x" <y" < a. Widerspruch! U

Nach Behauptung 7.3.13 gilt a” > a und damit ist nach der obigen Behauptung a eine obere Schranke
von A. Damit existiert s = supA. Wir mochten zeigen, dass s” = a gilt. Also nehmen wir an, dass das nicht
der Fall ist. Dann bestehen zwei Mdoglichkeiten: s* < a oder s" > a.
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Angenommen s” < a. Dann ist @ — s" > 0 und nach der Dichtheit der Ordnungsrelation gibt es ein € € R
so dass

N
0<8<min{1,u}.
(s+1)"

Man beachte, dass nach Behauptung 7.3.13 € < € gilt. Dann gilt

n—1
(s+e) =Y <Z) sken 4 5"

k=0

n—1 n\ ,
=€ es" —es" +5"
Z <k>s +Es s +s
=¢e(l+s5)"+(1—¢g)s"
<e(l+s)"+5"
a—s"
<\ )(1+s)" +5"
((s—l—l)”>( +5)"+s
=a—s"+5"=a.
Man beachte, dass s+ € > 0 und damit nach der obigen Ungleichung (s+¢€) € A. Es folgt, dass (s+¢€) <s
in Widerspruch zu € > 0.
Angenommen s* > a. Wihle € mit 0 < € < min{l,s, L“n} Nach Behauptung 7.3.13 gilt € < €.

(s+1)
Dann gilt:

n 5= ) 1"

— E
> 5 Grl) (s+1)"+
=s"—(s"—a)+e
>s"—(s"—a)=a

Dann (s —€) > 0, (s — €) < s und damit ist s — € keine obere Grenze von A. Das heifit,

WxeA:(s—¢g) <
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Dann aber (s — €)" < x" (siche Behauptung 7.3.13). Daraus folgt a < (s — €)" < x* < a. Widerspruch!
Was uns iibrig ist, ist die Moglichkeit s” = a und damit ist s die Losung der Gleichung x" = a.
SchlieBlich betrachten wir den Fall a < 1. Dann

1
JyeR:y'=-.
a

Es gilt aber (é)” = a und damit ist der Satz bewiesen. O

Proposition 7.4.7. (Monotonie der Wurzelfunktion) Sei n € N\{0} und sei
fiRe SR, f(x) = V.
Dann ist die Wurzelfunktion f(x) = /x streng monoton wachsend.

Beweis. Seien 0 < x <y, a:= /x und b := y/y. Angenommen b < a gilt. Nach Behauptung 7.3.13 gilt
x=a" > b" =y, ein Widerspruch zu x < y. ]

Definition 7.4.8. (Algebraische reelle Zahl) Eine reelle Zahl r heiflit algebraisch, wenn es n € N und
rationale Zahlen ag, - - - ,a, mit Yy a;r' = 0 gibt.

Da es nur abzdhlbar viele Polynome mit rationalen Koeffizienten gibt, gibt es nur abzéhlbar viele
algebraische Zahlen. Die Menge der algebraischen Zahlen wird mit R, bezeichnet. Daraus folgt, dass
R, := R\R, iiberabzihlbar ist. Die Elemente von R, heilen transzendente Zahlen. Zum Beispiel sind 7
und e in R,.

Definition 7.4.9. (Absolutbetrag, Abstand und Signum) Seien x,y € R.

. . ) by falls x > 0,
(1) Wir definieren den Absolutbetrag, oder einfach Betrag von x durch |x| :=

—x fallsx <0.
(2) Der Abstand von x und y ist definiert als die Zahl |x —y|.
1 fallsx >0
(3) Das Vorzeichen oder Signum von x ist definiert als sgn(x) :=< 0  fallsx=0
—1 fallsx <0.

Diskussion 7.4.10. Wenn x >y, dann gilt |[x —y| = x — y und wenn x < y, dann gilt |x — y| = y — x. Es gilt
auch die so genannte Spiegelungssymmetrie

x| = [ —x[ und [x —y| = [y — x].

Proposition 7.4.11. (Eigenschaften von Betrag und Abstand) Fiir alle x,y,z € R gilt

(1) (positive Definitheit) |x| > 0 und |x| =0 < x =0,

(2) (Dreiecksungleichung) |x+y| < |x| + |y],

(3) (Multiplikativitit) [xy| = |x||y|,

(4) (positive Definitheit) [x—y| >Ound [x—y|=0&x=Yy
(5) (Dreiecksungleichung) |x —z| < |x—y|+ |y —z|.
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7.5. Die komplexen Zahlen.

Definition 7.5.1. (die komplexen Zahlen) Wir definieren C := R x R und erkldren auf dieser Menge die
beiden Verkniipfungen + und - wie folgt:

(al,az) + (bl,b2> = (a1 +b1,a2 +b2) und (al,az) . (bl,bz) = (a1b1 —azbz,albz +612b1).
Proposition 7.5.2. (C, +, -) ist ein Korper.

Beweis. Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass (C,+) eine abelsche Gruppe mit Nullelement (0,0)
ist. Das additive Inverse zu (aj,ay) ist (—aj,—ay). AuBerdem ist (C\{(0,0)},-) eine abelsche Gruppe
mit Einselement (1,0). Das multiplikative Inverse zu (aj,az) # (0,0) ist das Element (a%“Tla%, ﬁ)
Tatsdchlich:

ai —da) a%—t—a% —aiax +axa
(@) (5= 55)=(2 ; 2.2 =(1,0).
ai+a; aj+a; aj+a; aj+a;

Insbesondere ist das Inverse zu (x,0) das Element (%,0). Es ist noch zu zeigen, dass das Distributiv-
gesetz beziiglich der eingefiihrten Operationen gilt. Seien (a;,a2), (b1,b2) und (ci,c¢2) in C beliebig. Aus
den Definitionen und dem Distributivgesetz in R folgt

(ar,a@)((b1,b2) + (c1,¢2)) " (ar,a2) (b1 + 1, b2+ ¢2)

R (a1 (by + 1) —aa(ba +e2),ar (ba + ¢2) Far(by +er))

in R
= (a1b1 +ajci —azby —azcr,a1by +ajcr +aby —|—a2C1)

nach Def.
=" (a1b1 —asby,a1by +axby) + (ajc1 — axcz,a1c2 +axcy)

h Def.
M (ar,a2) (b1, b2) + (a1, a2) (1, ¢2).
O

Proposition 7.5.3. Die Abbildung j: R — C, j(r) = (,0) ist ein injektiver Kérperhomomorphismus
zwischen (R, +, - ) und (C, +, - ).

Beweis. Um Injektivitit zu beweisen beachte, dass fiir alle x,y € R gilt
(x,0) = (,0) = x=y.

Die Abbildung vertrigt die algebraischen Operationen, da

+,C

j(x) +J(y> nach:Def. (x’ 0) + (y’ 0) o (x—i—y,O) nach:Def.

Jx+y)

und
Jjx)-jy) = (x,0)- (»,0) = (xy+0-0,x-0—-0-y) = (xy,0) = j(xy).

gelten. 0
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Insbesondere ist R isomorph zu
JR) ={(r,0)[reR}

und damit kénnen wir (R, +,-) mit dem Unterkorper
(j(R),+,-) von (C,+,-)
identifizieren.
Theorem 7.5.4. Es gibt keine Ordnungsrelation auf C mit der (C, + , - ) ein geordneter Kérper wird.
Beweis. Angenommen < ist eine Ordnungsrelation auf C mit der Eigenschaft, dass
€, +,-.9)

ein geordneter Korper ist. Dann gilt (0,) < (1,0). Fiir das additive Inverse (—1,0) von (1,0) gilt nach den
Rechenregeln eines geordnetes Korpers (—1,0) < (0,0). Andererseits gilt

(0,1)>=(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-141-0) = (—1,0).

In jedem geordneten Korper gilt aber Vax : x # 0 = x> > 0. Es folgt (0,1)? = (—1,0) > (0,0), was offen-
sichtlich in Widerspruch zu (—1,0) < (0,0) steht. O

Definition 7.5.5. Das Element (0, 1) wird mit i bezeichnet und wird die imaginiire Einheit genannt.
Definition 7.5.6. (Real- und Imaginirteil) Sei z = (x,y) € C. Dann schreiben wir z auch als
Z=Xx+iy.
Dann wird x den Realteil und y den Imaginirteil von z genannt. Wir schreiben
x=Rez=Rzund y=Imz= 3z
Die Darstellung z = x + iy wird die kartesischen Darstellung der komplexen Zahl z genannt.

Diskussion 7.5.7. Es ergeben sich die folgenden Regeln:

(D) (x1+iy1) + (2 +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 +y2)
(2) (x1+iy1) - (x2 +iy2) = (x1x2 — y1y2) + i(x1y2 +y1x2).

Jede komplexe Zahl x 4 iy kann mit dem Punkt
(x,y) eR?
identifiziert werden. Damit erhalten wir die Polardarstellung der komplexen Zahlen.

Definition 7.5.8. (Betrag, Polardarstellung komplexer Zahlen) Sei z = x+iy € C. Der Absolutbetrag oder

Betrag von z ist durch
1= V32
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definiert. Fiir z # 0 wird das Argument von z, bezeichnet mit arg(z), folgenderweise definiert:

arctan fir x >0
arctan? + 7 fiirx <0,y >0
arg(z) = @ := qarctan¥ — 7 fiirx <0,y <0
z firx=0,y >0
z firx =0,y <O0.

Die Polardarstellung der Zahl z ist dann

z=|z|(cosarg(z) +isinarg(z)).

Diskussion 7.5.9. (Multiplizieren und Inverse komplexer Zahlen in der Polardarstellung) Die Polardar-
stellung der komplexen Zahlen ergibt das Folgendes:

Multiplizieren Seien z; = ry(cos @) +isin @y ), zo = ra(cos @, + isin ¢, ). Dann gilt

2122 = ri(cos(1) +isin(@1)) - r2(cos(p2) +isin(¢2))
= r1 - r2(cos(@1) cos(@2) — sin(y) sin(¢2)) + i(cos(@1) sin(@2) + sin(@y) cos(¢,))

=cos(Q1+¢2) =sin(@1+¢»)
= rira(cos(@1 + @2) +isin(@r + ¢2)).

Um den Winkel ¢; 4 ¢, im Bereich [—7, 7) zu behalten sollte +27 addiert werden (wenn notwendig).

Inverse Das Inverse von z = r(cos @ +isin(¢)) ist

1 = L (cos(— @) +isin(—p)).

r

Diskussion 7.5.10. Division in der kartesischen Darstellung

: N . a —iby
+iby) - (ay+iby) ' = o) ( - )
(artiby)-(a tiba) = = (anib) \ G rs — s

_a1ay+biby +i(aby —aibh)
B a%—l—b%
_aiaa+biby  .acby —aib
T2+ T Z+b
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Man beachte, das gilt:

_1 nach Def. @1 +ib}
 a+ib
multip. mit 1 (a1 +iby)(a —iby)
N (a2 + ibz) (a2 — ibz)
bearbeiten @1d2 +b1by +i(azby —aiby)
B as+ b3
bearbeiten d1d2 +b1by .aby —aiby
R I >

(a1 +1iby) - (az +iby)

Die Briiche % ergibt oft einen schnelleren Weg (a; +ib1) - (a2 +iby) ! zu berechnen.

Definition 7.5.11. (Konjugiert komplexe Zahl)
Sei z =x+ iy € C. Die zu z konjugiert komplexe Zahl 7 wird folgenderweise definiert 7 := x — iy.

Lemma 7.5.12. Seien z,z;,22 € C. Es gelten:

(1) z-z2=1z
2)z=z

Q) autn=u+22
@ 7 =712
(5) z+z=2%R(z)
(6) R(z) =R(z)
(7) 3(z) = —3(2).

Beweis. (1) Seiz = (x,y) = x+iy. Dann 77 = (x +iy) (x — iy) = x> — ixy + ixy +y> = x> + 2.
Teil (2) gilt nach Definition.
(3) Seien z; = x; +iy; und zp = xp +iy,. Dann ist z; + 2o = (x] +x2) +i(y; +y2) und es gilt

(x1+x2) —i(y1 +y2)
= (x1 —iy1) + (x2 — iy2)

=71 +2.

(x1 +x2) +i(y1 +y2) =

Teil (4) ist dhnlich zu iiberpriifen.
(5) Sei z =x+iy. Dann gilt z+Zz = (x+iy) + (x — iy) = 2x.
Teile (6) und (7) sind offensichtlich. O
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Beispiel 7.5.13. Bestimme den Real- und Imaginérteil von z = % Man beachte

1+i  (14i0)?
1—i  (1=i)(1+i)
142+
11—
1+2i—1

2

=1i.

Theorem 7.5.14. (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p(z) ein beliebiges Polynom mit komplexen Koeffi-
zienten

n
p() =Y a
i=0
mit a; € C, n > 1, a, # 0. Dann existiert o € C mit p(a) = 0.

Definition 7.5.15. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, falls jedes nichtkonstante Polynom
mit Koeffizienten in K wenigstens eine Nullstelle hat.

Bemerkung 7.5.16. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist C algebraisch abgeschlossen.
Diskussion 7.5.17. (Nullstellen eines komplexen quadratischen Polynoms) Sei
p(z) = 062Z2 +oz+ 0

gegeben. Dann kann man die Nullstellen von p mit Hilfe der folgenden wohl bekannten Formel bestim-

men.
—ay £/} — 4o

200

12 =

Beispiel 7.5.18. Lose die Gleichungen:

(1) 22+2z+10=0
(2) Z2-2iz+3=0

Beweis. (1) Nach der Formel gilt z; = —2=v 4110 W =-1£vV-9=-1+y (3i)2. Daher sind z; =
—143iund zo = —1 — 3i die Losungen der Gleichung. Uberpriifen:

(z—z21)(z1—2) =22 — 22— 212+ 2122
=2 —z2(u+n)+un
=22 +27+10.

(2) Nach der Formel gilt 7j , = 2V 413 %m =i++/—4 =i+/(2i)% Daher sind

z1=i+2i=3iundzp =i—2i=—i
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die Losungen der Gleichung. Uberpriifen:
(z—z1)(z1 —22) = (2= 3i)(z +1)
=72 —2iz+3.

Beispiel 7.5.19. Bestimmen Sie die Nullstellen des Polynoms p(z) = z2 — (3 — 8i)z — 13 — 11i.
Beweis. Man beachte ap = 1, a; = —(3 —8i), a9 = —(13+ 11{). Dann gilt

_ 3-8it/(3—8i)2+4(13+11i)
N 2
 3—8it\/—55—48i+52+44i

212

2
_ 3-8it\/-3—4
- 2

Wir miissen noch den Wert von \/—3 — 4i bestimmen. Sei v/—3 —4i = a + ib, wobei a, b unbestimmt
sind. Das fiihrt zum Gleichungssystem

a® —b* = —3, 2ab = —4.
Man beachte, dass a® + b* = |a+ib|* = |(a+ib)?*| = v/9+ 14 = 5. Das ergibt
(@ =)+ (> +b*)=2d°=-3+5=2

und

a+b*—a*+b* =20 =5+3=8.
Daraus folgt a = =1 und b = £2. Die Beziehung 2ab = —4 ergibt zwei Moglichkeiten,a =1 und b = -2,
oder a = —1 und b = 2 und daher gilt

V=3—4i=+(1-2i).
Eingesetzt in der Losungsformel ergibt das:
3-8i+(1-2i)
2
und damitz; =2 —5i, zp, =1 —3i. ]

2=

8. FOLGEN UND REIHEN
8.1. Folgen reeller Zahlen.
Behauptung 8.1.1. Sei £ > 0. Dann existiert n € N\ {0} so dass 1 < .

Beweis. Nach dem Archimedischen Axiom existiert N € N\{0} mit der Eigenschaft 1 < N und damit gilt

1<8
N .
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Behauptung 8.1.2. (Bernoullische Ungleichung) Sei x > —1. Dann gilt (1 +x)" > 1 + nx fiir alle n € N.

Beweis. Seix=—1.Dann (14x)°=1und I +nx=1+0= 1. Andererseits (1+(—1))>=0,1+2.(—1) =
—1und 0 > —1. Im Allgemeinen gilt (1+(—1))"=0und 1 +n-(—1) <O fiir alle n > 1. Daher gilt die
Ungleichung fiir x = —1 und alle n € N. Ab jetzt nehmen wir an, dass x > —1 gilt.

Induktionsanfang Sein = 0. Dann (1+x)" = (1+x)°=1und 14+nr-x = 1. Es gilt | > 1 und damit gilt
der Induktionsanfang.

Induktionsannahme Es gelte (1 4+x)" > 1+n-x.

Induktionsschritt Es gilt

(1+x)"-(1+x) > (1+nx)-(1+x)
= 1 +x+nx+nx?
=1+ (n+1)x+nx?
> 14 (n+1)x.

Behauptung 8.1.3. (Wachstum von Potenzen)
(1) Seib e R, b>1.Esgilt
VKeR:3IneN:bp" > K.
(2) SeibeR,0< b < 1.Dann gilt

Ve>0:ImeN:b" <e.
Beweis. Um Teil (1) zu beweisen betrachte x := b — 1. Dann gilt x > 0 und nach Behauptung 8.1.2 gilt
b"=(14+x)">1+nx
fiir alle n € N. Nach dem Archimedischen Axiom existiert N € Nmit N-x > K —1 und damit gilt 1 + N -x >
K. Es ergibt sich, dass fiir alle n > N
V'=(14+x)">14+nx>K

gilt.

Um Teil (2) zu beweisen, betrachte a := ;. Dann gilt @ > 1. Sei € > 0 beliebig und sei K := 1. Nach

Teil (1) existiert N € N mit @ > K und damit gilt

1

— = <e.
ClN

0

Definition 8.1.4. Sei M eine Menge. Ublicherweise wird sie R, Z, oder Q sein und wir sprechen von
Folgen reeller, bzw. ganzen oder rationalen Zahlen. Sei f : N — M. Wir betrachten f als eine Verall-
gemeinerung endlicher n-Tupel und nennen die Abbildung f eine Folge mit Folgengliedern a,, wobei
a, = f(n) fiir alle n € N. Man schreibt

(Cln)ngN oder (a07a17612,‘-~).
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Als Definitionsbereich von f, mit anderen Worten als Indexmenge, wird oft auch die Menge Z~; = {n €

Z :n >k} verwendet. In dem Fall wird auch die Schreibweise

(an)nZk oder (ak7ak+lvak+27 o )

verwendet.

Beispiel 8.1.5.
(1) Sei c eine beliebige Zahl. Die Folge

(C,C,C,"')

mit Folgenglieder a, = c fiir alle n € N heil3t die konstante Folge.

(2) Fiir jedesn > 1 seia, := % Dann ist (a,),> die Folge
111
.= — — ...).
( 7273747 )

(3) Fiir jedes n € N sei a, = (—1)". Dann ist (a,),en die folgende Folge in Z:

(+1,-1,+1,—-1,--+)
(4) Betrachte die Folge
1234
3505
Dann gilt a, = /7 fiir n € N. Das ist eine Folge rationaler Zahlen.
(5) Die Folge mit Folgenglieder a, := 5; ist die Folge

(07§7§7§71a3727”')'

(6) Die Folge der Fibonacci-Zahlen ist die folgenderweise rekursiv-definierte Folge:

ap = O,Cll ‘=1 und fn = fn,1 +fn72-

Dann gilt (a,)peny = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,---).
(7) Sei x € R beliebig. Dann wird
(1,X,X2,X3,X4,"')

die Folge der Potenzen von x genannt.

Definition 8.1.6. Sei (a,),cn eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heilit konvergent gegen a € R falls die

folgenden Konvergenz-Bedingung erfiillt wird:

Ve>0:aINeN:Vn>N:|a,—a| <e.

In dem Fall wird die Zahl a der Grenzwert oder Limes der Folge (a,) genannt und man schreibt:

lima,=a oder lima,=a oder
n—yoo

a, —a fir n— oo,

Wir sagen, dass die Folge (a,),cn konvergiert, wenn es ein a € R gibt, mit der Eigenschaft, dass (ay)

gegen a konvergent ist. Eine Folge, die nicht konvergiert, heift divergent.
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Diskussion 8.1.7. Man beachte, dass die Zahl N von € abhiingt. Im Allgemeinen gilt die folgende Regel:
je kleiner € wird, desto grofler wird die Zahl N. Wenn

lima, =a
n—oo
gilt, sagt man “a, strebt gegen « fiir n gegen unendlich”.
Definition 8.1.8. Seien € > 0 und a € R beliebig. Das Intervall
(a—e,a+e):={xeR:a—e<x<a+e}

wird eine e-Umgebung von a genannt und auch manchmal durch U, bezeichnet.

Diskussion 8.1.9. Eine e-Umgebung einer Zahl a € R ist die Menge aller Punkte, die einen Abstand klei-
ner als € zu a haben. Mit Hilfe des Begriffes einer e-Umgebung kdnnen wir die Konvergenz-Bedingung
und die Definition einer konvergenten Folge umformulieren: Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass
fiirallen > N, a, € U, gilt. Mit anderen Worten sind fiir jedes € > 0 fast alle (das heif3t, alle auBer endlich
vielen) Folgenglieder(n) a,, Elemente der e-Umgebung U, = (a — €,a+€).

Behauptung 8.1.10. Sei ¢ eine beliebige Zahl. Die konstante Folge (c,c,c, - ) konvergiert gegen c.

Beweis. Die Konvergenz-Bedingung ist trivialerweise erfiillt, da alle Folgenglieder Elemente jeder &-
Umgebung von c¢ sind. 0

Behauptung 8.1.11. Die Folge (a,),>1, wobei a, = % konvergiert gegen 0.
Beweis. Sei € > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibtes N € N mit N > é Damit gilt

1 1

o —0[=- <e

n n
fiir alle n € N. Das heif3t, dass alle Folgenglieder a, mit n > N in der €&-Umgebung U, von a liegen. [
Definition 8.1.12. Eine konvergente Folge mit Limes 0 wird auch Nullfolge genannt.
Behauptung 8.1.13. Die Folge a, = (—1)" ist divergent.

Beweis. Nehmen wir an, dass die Folge (a,) gegen eine reelle Zahl a konvergiert. Betrachten wir die
1-Umgebung von a, das heiflit die e-Umgebung U, wobei € = 1 gilt. Nach Definition existiert N mit der
Eigenschaft, dass fiir alle n > N die Folgenglieder a, Elemente von U sind. Das heif3t

la,—a| <1
fiir alle n > N. Sei n > N. Dann gilt
2= ‘an-i-l _an‘ - ‘(an-&-l _a)+(a_an)|
<lapt+1 —a|+|a, —a|
<14+1=2,

was offensichtlich ein Widerspruch ist. 0
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_n_
n+1°2

lim =1.
n—eop+ 1

Behauptung 8.1.14. Die Folge (a,),cn, wobei a, = ist konvergent mit Grenzwert 1. Das heifit

n

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Nach dem Archimedischen Axiom existiert N € N sodass N > % Dann gilt

‘ n ‘_‘nfnfl‘_ 1 <1<8
n+1 L n+1 | n+l1 N
fiir alle n > N. Das heifit, dass alle Folgenglieder a,, mit n > N Elemente von Ug sind. O

Behauptung 8.1.15. Die Folge (a,).cn, Wobei a, = 5; konvergiert mit Grenzwert 0. Das heif3t

. n
lim — =

Beweis. Mit vollstiandiger Induktion kann man beweisen, dass n*> < 2" fiir alle n > 3 gilt. Betrachte jetzt

ein beliebiges n > 3. Dann gilt
2

L
on =

und damit 5; < % gilt. Als néchstes sei € > 0 beliebig. Nach dem Archimedischen Axiom existiert
1
N > max{3, E}

und damit gilt fiir alle n > N,

n n 1
7 =g, <e
Das heiB3t, dass alle Folgenglieder mit Index » > N Elemente von der e-Umgebung von 0 sind. g

Definition 8.1.16. Sei (a,),cn eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heiBt:

(1) beschrinkt, wenn es eine Zahl K € R gibt, so dass |a,| < K fiir alle n € N;
(2) nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl K € R gibt, sodass a, < K fiir alle n € N;
(3) nach unten beschrinkt, wenn es eine Zahl K € R gibt, so dass K < g, fiir alle n € N.

Theorem 8.1.17. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Sei lim,,_,. a, = a. Betrachte die e-Umgebung U, von a, fiir € = 1. Dann existiert N € N mit der
Eigenschaft, dass fiir alle n > N, a,, € U; gilt. Das heift, fiir alle n > N gilt

la, —a| < 1.
Damit gilt
|an| = [(an +a —a)|
<la|+|a, —al
<la|+1
fiir alle n > N. Sei jetzt K := max{|ao|, |a1|,--- ,|an—1|,|a| + 1}. Dann gilt |a,| <K firallen e N. O
Diskussion 8.1.18.

(1) Man beachte, dass es beschrinkte Folgen gibt, die nicht konvergent sind.



60 VERA FISCHER

(2) Die Fibonacci-Folge ist divergent, da sie nicht beschrinkt ist. Man beachte, dass a,+; > a, fiir
alle n > 0 gilt.
(3) Die Folge (x"),en ist:
e divergent falls |x| > 1, da (x") in diesem Fall nicht beschrénkt ist;
e konvergent falls |x| < 1 und lim,, . x" = 0;
e konvergent fallsx=1,dax" =1 fiirallen € N;
e divergent falls x = —1.

Theorem 8.1.19. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei (a,)qen konvergent. Angenommen a und b sind Grenzwerte der gegebenen Folge mit a # b.
Dann ist € := @ > 0 und die e-Umgebungen U, = {x: |a —x| < €} und U, = {x: |b—x| < €} sind
disjunkt. Um das zu beweisen, betrachte ein x € Uy NU,. Dann gilt
la—b|=|(a—x+x—Db)]

<|a—x|+|b—x|

<e+e=2e=la—D|,
was offensichtlich ein Widerspruch ist. Andererseits existieren nach Definition natiirlichen Zahlen N, und
Ny, so dass

e fiirallen > N,, |[a—ay| < €, und
o fiirallen > Ny, |b—a,| <&

gelten. Sei n > max{N,,N,}. Dann ist a, € U, N Uy, was ein Widerspruch zu U, N U, = 0 ist. O
8.2. Rechenregeln konvergenter Folgen.

Theorem 8.2.1. (Rechenregeln konvergenter Folgen) Seien (ay )nen und (by)nen zwei konvergente Folgen
reeller Zahlen mit Grenzwerten bzw. a und b.

(1) Die Summenfolge (a, + by)uen ist konvergent und
Jmatn) = () + (i ).
(2) Die Produkifolge (anby,),en ist konvergent und

Jm o) = (fimy ) (i )

(3) Seien A, € R. Die Folge (Aay, + Wby, )nen ist konvergent und
lim (Ady + wby) = A lim ay + u lim b,
n—oo n—oo n—oo
(4) Es gilt
lima, = lim b, gdw. lim(a,—b,)=0.
n—soo n—oo n—soo
(5) Wenn b # 0, gibt es ein ny € N mit b, # 0 fiir alle n > no. Dann ist die Quotientenfolge (5*)n>n,

konvergent und
a, lima, a

Wb, limb, b
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Beweis. Zunichst beweisen wir Teil (1). Zu zeigen ist lim, . (a, + b,) = a + b. Betrachten wir eine
beliebige e-Umgebung von (a + b). Das heilit, wir fixieren ein beliebiges € > 0. Wir miissen zeigen, dass
es ein N € N gibt, so dass
Vn>N:|(a+b)— (an+by)| <€
Man beachte, dass nach der Dreiecks-Ungleichung |(a + b) — (a, + b,)| < |a — a| + |b — by| und damit
ist es ausreichend ein N € N zu finden, so dass
(VnZN: la—ay| < g) und (VnZN: |b—b,| < g)

Ubrigens existieren nach Definition eines Limes Zahlen N, und N, in N, so dass:
e |a, —a| < § fiir alle n > N, und
e |b, —b| < § fiir alle n > Nj,.

Sei N = max{N,,N,}. Dann gilt fiir alle n > N

[(@+b) = (an+bn)| < la—an|+[b—bnl

_e,¢
2 2
:8’

wie erwiinscht.
Als néchstes beweisen wir Teil (2). Sei € > 0 beliebig. Wir such nach einer natiirlichen Zahl N mit der
Eigenschaft
Vn >N : |a,b, —ab| < €.

Man beachte, dass
|anb, — ab| = |ayb, — anb + ayb — ab| = |a, (b, — b) + b(a, —a)|
gilt. AuBerdem konnen die Differenzen |b, — b| und |a, — a| beliebig klein sein und die Menge {|a,| }nen
ist beschrinkt. Insbesondere gibt es eine Konstante K, so dass |a,| < K fiir alle n € N und damit gilt
|an(by —b) +b(a, —a)| < |an||b, —b|+ |b||ay —a| < K - |b, —b|+|b]| - |a, —al.

Sei K} > max{K, |b|} und seien N,, N, in N, so dass

e Vn>N,:la—a,| < %,

[ VnZNb : |b—bn’ < 2K
Sei jetzt n > max{N,,N,}. Dann gilt:

|anby, —ab| < K - |b, — b| + |b| - |a, — a|
£

<K-
2-Kj

€
bl ———
bW



62 VERA FISCHER

Teil (3) ist ziemlich leicht zu beweisen! Tatsédchlich ist (Aay,),en das Produkt der konstante Folge (1)
mit der Folge (ay),en und dhnlich ist die Folge (ub,),en das Produkt der konstanten Folge (u) mit der
Folge (b,)qen. Nach Teil (2) sind die Folgen (Aay,)qen und (uby),en konvergent mit Grenzwerten A - a
und u - b. Nach Teil (1) ist die Folge (Aa, + ub,) auch konvergent mit Grenzwert Aa + ub.

Als néchstes beweisen wir Teil (4). Angenommen lim,,_,c @, = lim,_;. b,. Nach Teil (3) fir A = 1,u =
—1 ist die Folge (1-a,+(—1)-b,) konvergent mit Limes a — b = 0. Das heift (a, — b,) ist eine Nullfolge.
Nehmen wir als nichstes an, dass (a, — b,,) eine Nullfolge ist. Da (a, — by)nen und (by)nen konvergente
Folgen sind, folgt aus Teil (3) mit A = u = 1, dass

lim @, = lim (1- (@ — by) + 1 -b,) =0+b = b.
n—soo n—soo
Der Limes einer konvergenten Folge ist aber eindeutig bestimmt und damit gilt a = b.

Als nichstes beweisen wir Teil (5). Da b # 0 gilt, existiert nach Definition ny € N mit |b, —b| < % fiir

alle n > ng. Dann gilt

und daher b, # 0 fiir alle n > ng. Nehmen wir an, dass a, = 1 fiir alle n € N und betrachten wir ein
beliebiges € > 0. Nach Definition eines Limes existiert N; € N, so dass fiir alle n > N

elbl?
b, —b| < ——
bu bl < &
gilt. Sei N := max{np, N, }. Dann gilt fiir n > N:
1 1) 1 1 2 elb|?
— ——|=———|b—0b,| (beachte, dass < —und |b, —b| < —)
by bl |ba]-|b] [bal  [] 2
2 1 P
bl bl 2

= €.

Es folgt, dass lim h—ln = %

Um den allgemeinen Fall zu erhalten, beachte dass man die Quotientenfolge <g—”) als die Produktfolge

(bin +ap) betrachten kann. Nach Teil (3) gilt dann lim 32 = (lim i) -(lima,) = §-a=$. O

Beispiel 8.2.2. Seia, = % fiir alle n € N. Man beachte, dass fiir n > 0 es gilt

3+
a, = —+.
=3

Aus den Rechenregeln fiir Limites folgt

13 2
lim(3+—)=3 und lim(l——)=1.

n—soo n n—soo n2
Daraus folgt:
348 im(3+ 1) 3

lim = — n
noe -2 lim(1-3%) 1
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Theorem 8.2.3. Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen reeller Zahlen mit a =lima,, b =limb,,.
(1) Ist a, < b, fiir alle n, dann gilt a < b.
(2) Ist a = b und ist (c,) eine Folge mit a, < ¢, < b, fiir alle n € N, dann ist (c,) konvergent und
limc, =a=>n.

Beweis. Um Teil (1) zu beweisen, betrachten wir die Folge (c,), wobei ¢, = b, — a,,. Dann gilt limc¢, =
limb, —lima, = b — a. Damit geniigt es zu beweisen, dass limc, > 0 gilt. Angenommen ¢ = lim¢, <0
gilt. Sei € = % Nach Definition existiert ein N € N mit der Eigenschaft:

3
VnzN:c,,Eng(c—e,c—i-e):(—|2C’,—|g|).

Damit gilt ¢, < O fiir jedes n > N. Sei n > N fixiert. Dann gilt ¢, = b,, — a, < 0. Daraus folgt b, < a,, was
ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.
Um Teil (2) zu beweisen, zeigen wir direkt, dass limc, = a(= b) gilt. Sei € > 0. Wir suchen nach ein
N € N, sodass
Vn>N:la—cy| <€
gilt. Man beachte, dass gilt

la—cp| = (a—ay)+ (an—cn)| < |a—au|+|an—cal.

Der Abstand |a — a,| kann nach Definition beliebig klein sein! Der Abstand zwischen a,, und ¢, kann auch
beliebig klein sein, da nach Voraussetzung ¢, € (a,,b,) und die Folgenglieder a,, b, beliebig nah zum
selben Punkt, ndmlich dem Limes a = b, fiir grofleren Indizes n, liegen konnen. Préziser ausgedruckt:
Einerseits erhalten wir mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichung

|an — by| = |an —a+a—by| < |a, —a|+ |b—by|
und andererseits sind nach Definition die Absténde |a, — a| und |b, — b| beliebig klein. Man beachte, dass
aus ¢, € (an,by) die Ungleichung
|an — cn| < |an — byl
folgt. Sei jetzt N € N, so dass es fiir alle n > N gilt (so ein N haben wir schon 6fter ausgesucht!):
la, —a| < Z und |b, —Db| < Z

Dann gilt |a, — b,| < § und damit gilt auch |a, —¢,| < §. Daraus folgt:

la—cn| = |a—an+an— cy|

§ |a—an’+‘an_cn|

<8+8
4 2
< E.

0

Theorem 8.2.4. Seien a < b reelle Zahlen und sei (c,) eine konvergente Folge mit Grenzwert ¢, so dass
a<cy, <bfiirallen € N. Dann gilta < ¢ < b.
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Beweis. Angenommen ¢ < a gilt. Sei € := @ und sei N € N, so dass fiir alle Vo > N : |¢, —c| < €.
Betrachten wir jetzt ein beliebiges ¢, mitn > N. Dann ¢, € Ug(c) = (¢ — €,c+€) und damit gilt ¢, < a, was
ein Widerspruch ist. Der Fall b < c fiihrt dhnlicherweise zum Widerspruch. Daraus folgt, dass a < ¢ <b
gilt, wie erwlinscht. g

8.3. Bestimmte Divergenz gegen -co.

Definition 8.3.1.

(1) Eine Folge (a,)nen wird bestimmt divergent gegen +co genannt, wenn
VKeR:ANeN:Vn>N:a, >K
gilt. Man schreibt lim a@,, = co.
n—yoo

(2) Die Folge (a,)qen wird bestimmt divergent gegen —eo genannt, wenn (—ay, ),y bestimmt gegen
+oo divergiert. Die Schreibweise lim a,, = —oo wird verwendet.
n—oo

Proposition 8.3.2.
(1) Sei (ay)nen bestimmt divergent gegen +oo oder gegen —oo. Dann existiert N € N, so dass a, # 0
fiir alle n > N und die Folge (- - )n=n ist eine Nullfolge.
(2) Sei (an)nen eine Nullfolge.
(a) Wenn a, > O fiir alle n, dann divergiert ( -) bestimmt gegen +oo.
(b) Wenn a, < 0 fiir alle n, dann divergiert ( ) bestimmt gegen —oo.

Beweis. Wir beweisen nur Teil (1), wenn (a,) bestimmt gegen +oo divergiert. Der Fall wenn (a,) be-
stimmt gegen —eoo divergiert, wird dhnlich bewiesen. Nach Definition gilt 3N : Vn > N : a,, > 1 und damit
giltVn > N : a, # 0. Sei jetzt € > 0 beliebig. Da (a,) bestimmt divergent gegen oo ist, existiert Ni(>N)

mit der Eigenschaft Van > N : a, > % und damit gilt auch Vn > N, : ;- < €. Daher gilt 11m -=0.

Um Teil (2).a zu beweisen, betrachte eine beliebige Konstante K > 0. Dann ist € := £ > 0 und nach
Voraussetzung existiert N € N, so dass Vn > N : a, < €. Dann gllt ->K fiir alle n > N Daraus folgt
lim(-1) = eo. Teil (2).b wird éhnlich bewiesen. O

8.4. Das Vollstindigkeits-Axiom.
Definition 8.4.1. Eine Folge (a,)cn heibt eine Cauchy-Folge, wenn
Ve >0:3N; e N:Vn,m > Ng : (|ay — am| < €)
gilt.
Theorem 8.4.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (a,) konvergent mit Grenzwert a und sei € > 0. Nach Definition gilt 3N € N: Vn > N; :
(|a—an| < §). Betrachte jetzt beliebige n,m > Ne. Dann gilt

€ E
lan — am| = |(an — a) + (am — a)| < |a, —a| +|am — a|<2 3 =E€.
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Notation. Seien a < b reelle Zahlen. Dann bezeichnet [a, b] die Menge aller reellen Zahlen x mita <x < b
und diam([a,b]) := |b —al.

Diskussion 8.4.3.

(1) Sei {I, },en eine absteigende Kette abgeschlossener endlicher Intervalle in R. Das heift, fiir jedes
n € N existieren reelle Zahlen a,,b, € R, so dass I, = [a,,b,] und I, C I, fiir alle n € N. Das
Intervallschachtelungs-Prinzip ist die folgende Behauptung: Wenn zusétzlich 7}51010 diam(Z,) =0
gilt, dann gilt 3!x € N, cn -

(2) Das Volistindigkeits-Axiom ist die Behauptung, dass jede Cauchy-Folge konvergiert.

Theorem 8.4.4. Das Vollstindigkeits-Axiom ist zum Intervallschachtelungs-Prinzip dquivalent.

Beweis. (=) Sei {I,} eine beliebige absteigende Kette endlicher abgeschlossener reellen Intervalle mit
der Eigenschaft, dass (diam(1,)),en eine Nullfolge ist. Seien a, < b, reelle Zahlen, so dass I, = [a,,by),
fiir alle n € N. Wir mochten zeigen, dass (;en Ik genau eine reelle Zahl enthilt.

Behauptung. (a,),cn ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei € >0 beliebig. Da (diam(1,)),en eine Nullfolge ist, existiert N € N so dass Vn > N : diam(1,) <
€ gilt. Seien n,m > M. Dann a,, € I, a,, € I,, und da die Kette {I; };cn absteigend ist, sind 7, und ,, Teil-
mengen von Iy. Daher a,,a,, € Iy. Daraus Folgt |a, — a,| < diam(Iy) < €. O

Nach dem Vollstindigkeits-Axiom konvergiert (a,),en. Sei x = I}glolo ay. Betrachten wir ein beliebiges
Element J; der gegebenen Kette abgeschlossener Intervalle. Fiir jedes n > k gilt I, C I; und damit gilt
a, € Iy, d.h. ay < a, < by. Nach Theorem 8.2.4 gilt ay <lima, < by und damit x € I;. Es folgt x € (;en Ik
da I beliebig war.

Angenommen Jy € R, so dass y € ey lk und y # x gilt. Sei € = |x — y|. Nach Voraussetzung ist
(diam(Z;)) eine Nullfolge und damit existiert k € N, so dass fiir alle n > k, diam(J;) < € gilt. Die Zahlen
x,y sind aber Elemente von J; und daher |x — y| < diam(/;) < €. Widerspruch!

(<) Sei (ay)nen eine beliebige Cauchy-Folge. Zu beweisen ist, dass (a,) konvergiert.

Behauptung 8.4.5. Es existiert eine Teilmenge {n; } ey von Indizes, so dass fiir alle k € N, die folgenden
zwei Eigenschaften gelten:

1

n <ngyp und  Va,m > ngcla, —ap| < 2%

Beweis. Da (ay) eine Cauchy-Folge ist, es existiert ngp mit Ym,n > ng : |a, — a,| < 1. Nehmen wir als
nichstes an, dass n; schon definiert ist. Noch einmal, da (a,) eine Cauchy-Folge ist, existiert n}c 41> S0 dass

Vm,n > nj, | :|an — am| < 357. Man beachte, fiir jedes n* > nj, | gilt auch
Vm,n>n":|ay — am| < =

und damit kénnen wir ein ny,| aussuchen, das groBer als ny ist und Vm,n > ngyg @ |ay — am| < zk—lﬂ
erfiillt. O
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Fiir jedes k € N jetzt sei [ :={x € R | [x —ay,| < zkl—,l} Dann gilt [ = [a,, — Zkl—,l,ank + %] und
damit diam(l;) =2 3 = 5. Dann ist {I; }xen eine Familie endlicher abgeschlossener Intervalle reeller
Zahlen und lim (diam(Z,)) = 0. Als néchstes beweisen wir, dass diese Familie eine absteigende Kette ist.

n—yoo

Behauptung. Fiir jedes k € N gilt [, 1 C .
Beweis. Sei k fixiert und sei x € Iy beliebig. Dann gilt |x —ay,, | < zik Es folgt:
= an | = |x —an, +an,,, — an,., |
= |(x - (ank+1) + (ank A,y )|
< |(x_ (ank+l)| + |(ank _ank+l)|
112 1

SETR T T T

Das heilt, x € I. ]

Nach dem Intervallschachtelungs-Prinzip 3!x € () Ik. Um zu zeigen, dass lim a, = x, betrachten wir
n—soo

ein beliebiges € > 0. Sei k € N : 2% < € und sei n > ng. Nach der Definition der rekursiv definierten Folge
(n1)ien gilt |a, —ay, | < 2—1k Es folgt:
1 1 3
|x —an| =[x —an+an, — an,| < |x —an| + |an—an,| < 1t = 3 < 3-¢.
Das heiB}t, ny ist fast was wir wollten, aber leider nur fast! Nichtsdestotrotz ist es nicht schwer ein gut
geeignetes N zu finden. Man beachte, dass wenn k* € N grol3 genug ist, so dass 2% < £ gilt, dann gilt

1
< bl

auch |x —a,| < ¢ fiir alle n > ny-: Nach Behauptung 8.4.5 gilt |a, — ay,. fiir n > ny+. AuBerdem ist

x € I~ und daher gilt [x —ay,.| < ﬁ Daraus folgt

1 1 3 €
e —an| =[x —an+an. —an| < x—ap. [+ lan —an. | < T T oE T o <33 TE
Sei jetzt Ne := ny. Fiir jedes n > N gilt nach den obigen Uberlegungen |x — a,| < €. Daraus folgt, wie

erwiinscht, dass x = lima,,. O
8.5. Satz von Bolzano-Weierstraf.

Definition 8.5.1. Seien (a,),cn eine Folge reeller Zahlen und (n; ) eine aufsteigende Folge natiirlicher
Zahlen. Dann heif}t (a,, )ren Teilfolge der urspriinglichen Folge (a,)nen.

Proposition 8.5.2. Jede Teilfolge einer konvergente Folge ist konvergent mit selbem Grenzwert.

Theorem 8.5.3. (Bolzano-Weierstraf3) Jede beschriinkte Folge (ay)nen reeller Zahlen besitzt eine konver-
gente Teilfolge.

Beweis. Sei (a,) beschrinkt. Dann existieren x,y € R mit {a, },en C [x,y]. O.B.d.A. ist {a, },en unend-
lich, da wenn dies nicht der Fall ist, ein no € N mit der Eigenschaft Vm,n > ng : a,, = a, existiert. Das
heiBt, die Folge (ay)>n, ist konstant und damit konvergent.

Sei Iy = [x,y] und sei nyp = 0. AuBerdem sei z der Mittelpunkt des Intervalls Iy, d.h. zp := ’% Seien
Iy =IpN(—o0,zo] und Iy =IyN|zo, +o). Aquivalent setze I, := [x,zo] und I := [zo,y]. Man beachte, dass
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mindestens ein der Intervalle /; und /] unendlich viele Elemente von {a, },en enthilt. Wir suchen einer
der beiden Intervalle aus, das genau diese Eigenschaft hat und bezeichnen dieses Intervall durch /;. Eine
, ] ) , 1y, falls I N {an }nen unendlich
andere Art vorzugehen ist /; folgenderweise zu definieren: Sei [ :=
I, ,sonst.
Insbesondere gilt diam(/;) = 1 (diam(ly)). Sei ny :=min{l € N |/ > ng und a; € I }. Angenommen I und
ny sind definiert. Seien z; die Mitte des Intervalls Iy, I, := Iy N (—o0,z¢] und I, = I N [z, +o0). Setze

. {I,j,faus I N {a,}nery unendlich
k1 1=

I, ,sonst.

Dann gilt diam (1) = %diam(lk). Weiters definiere ng.; = min{/ € N | > n; und a; € I }.
Dann ist {I; }ren eine absteigende Kette geschlossener endlicher Intervalle und diam(f;) = 2ik(|x —y))
fiir alle k. Insbesondere gilt ]}im (diam(Z)) = 0.
—>00

Behauptung 8.5.4. (ay,, )ren ist eine Cauchy-Folge.

|x

Beweis. Sei € > 0. Suchen wir ein k € N aus, sodass z_ky l<e gilt. Seien /,m > k. Dann gelten

an, € CIy und a,, €1, CI.

=yl

Daraus folgt a,, ,a,, € I und daher gilt |a,, — a,,,| < diam(f;) = 5 < €. Sei jetzt Ne = ny. O
Da jede Cauchy-Folge konvergent ist, ist (a,, ) eine konvergente Teilfolge von (ay). O

Definition 8.5.5. Eine Zahl a heiit Hdaufungspunkt der Folge (a,), wenn es eine gegen a konvergierende
Teilfolge von (a,) gibt.

Mit dem obigen Begriff kénnen wir den Satz von Bolzano-Weierstrall folgenderweise umformulieren:
Jede beschrinkte Folge besitzt wenigsten einen Haufungspunkt.

Definition 8.5.6. Eine Folge (a,),cn reeller Zahlen heiBt:

(1) monoton wachsend (bzw. monoton fallend) wenn Vn € N : a, < a,11 (bzw. Vn € N: a, 11 < ay)
gilt.

(2) streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) wenn Vn € N: a, < a,11 (bzw. Vn € N:
an+1 < ay) gilt.

(3) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fallend ist.

Korollar 8.5.7. Sei (a,) eine beschrinkte monotone Folge reeller Zahlen. Dann konvergiert (ay,).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (a,) eine Cauchy-Folge ist. Sei (ay, )ren eine konvergente Teilfolge.
Sei € > 0 beliebig und sei k € N mit der Eigenschaft, dass VI,t >k : |a,, — ay,| < €. Seien n,m > ny. Dann
existieren [,t > k, so dass

m<n<mq, und n <m<ngy.
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Es gilt
ap _am‘ < ’an —dp, +an[ _am‘
< lan — ay,| + |an, — am|
<la, — an1| + |anz — G, + Gn, — G|
S ’a” _anl‘ =+ ’anl _a"t‘ + |ant _am"
Die Folge ist monoton wachsend und daher gelten
an < ap < ay,, und a, <a,<a,,,.
Daraus folgt |a, — ay,| < |an, — ap,, | und |a,, —ay,,| < |a,, — ap,.,| und damit gilt
‘(ln - am| < |an[ —dnyy, | + ‘anl - ant| + |aﬂt —Apyy | < 3e.
Sei jetzt k* € N:VI,t > k* : |a,, — a,,| < § und sei N := ny-. Dann gilt, wie erwiinscht

Vn,m < N:|a,—a| <E&.

Beispiel 8.5.8. (Haufungspunkte)
(1) Seia, :=(—1)"+1 fiirn > 1. Dann gilt
. klg?ank = ]}g]l(] -+ Zk) 1 1, und
¢ fimass = fim(-1+4) = -1
Damit sind 1 und —1 Haufungspunkte von (ay).
(2) Die Folge a, :=n, n € N ist bestimmt divergent. Damit ist jede Teilfolge von (a,) unbeschrénkt
und daher besitzt (a,) keine konvergente Teilfolgen.
(3) Als néchstes betrachten wir die Folge (a,), wobei

__Jn falls n gerade
= {}1 falls n ungerade.

Die Folge (a,) ist unbeschrinkt. Es gilt klg?o azr+1 = 0 und damit ist 0 Haufungspunkt von (a;,).
(4) Sei (a,) konvergent mit tlgg a, = a. Dann konvergiert jede Teilfolge von (a,) to a und damit hat

(a,) einen einzigen Haufungspunkt, ndmlich der Punkt a.
8.6. Reihen.

Definition 8.6.1. Sei (a,),cn eine Folge reeller Zahlen. Mit der Folge assoziieren wir die Folge der
Partialsummen (s,,),cn, wobei s, = Yo ay.
(1) Die Folge der Partialsummen wird auch (unendliche) Reihe mit Gliedern a,, genannt und mit
Y. an bezeichnet.
(2) Wenn die Folge (s,) konvergiert, wird lims,, auch durch };° ;ax bezeichnet und wird Summe der
Reihe genannt.
(3) Statt N kann auch die Indexmenge {k € Z | k > no} verwendet werden, wobei ng € Z fixiert ist.
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Beispiel 8.6.2. Fiir alle n € N, sei a, = ;5. Betrachte die Folge (a,). Dann gilt:

ko k-1 K—(k*—1) 1
ap —dp+] = - = =
k+1 k k(k+1) k(k+1)
und damit
Xn: 1 = Y (ak—ak,l)— " — U=
= k(k+1) & n+1 n+1

Daraus folgt
1 . n 1 1

lim =
k;k(kﬂ) noent 1 noe 4l 4]imd

Theorem 8.6.3. (Unendliche geometrische Reihe) Sei x € R und |x| < 1. Dann gilt
— 1

3o

n=0 1—x

Beweis. Es gilt Zzzox" = %, was man mit Hilfe vollstindiger Induktion beweisen kann. Dann gilt
e . 1=x" 1-lim0x® 1-0 1
r}glgo ( Z x) = lim =

= n—o | —x 1—x I

Beispiel 8.6.4. Berechnen Sie die folgenden Summen:

(D) 1545+ =T 5

@ 1-4+t— =1, (-1)"

® Lot Tro(-1)"
Theorem 8.6.5. Seien Y > a, und Y, b, konvergente Reihen. Dann konvergiert Y _(Aa, + Wb, ) und
es gilt Y o(Aan + 1bp) = A X5 oan + L E0 bn.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus den Rechenregeln konvergenter Folgen. U
8.7. Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Theorem 8.7.1. (Cauchysches Konvergenzkriterium) Sei (a,),cn eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe
Yo—oan konvergiert genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein Ng existiert, so dass ‘ZZZM ak‘ < € fiir alle
n>m>N gilt.

Beweis. Betrachten wir die Folge aller Partialsummen (s,), wobei s, = Yi_ax. Dann gilt s, — s5,,—1 =
Yo . ak. Damit konnen wir das Kriterium von Cauchy folgenderweise umformulieren: Die Reihe ) a,
konvergiert, genau dann wenn (s,) eine Cauchy-Folge ist. Das Letztere gilt nach dem Vollstindigkeits-

Axiom und der Tatsache, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. O

Theorem 8.7.2. Sei },°_ay eine konvergente Reihe. Dann gilt lima, = 0. Man beachte, dass dies eine
notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung ist.
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Beweis. Nach Theorem 8.7.1 existiert zu vorgegebenem &€ ein N € N, so dass
n
Vn,m > N : | Zak| <&
=m

gilt. Insbesondere gilt Vi > N¢||a,| < €. Das heift, lima, = 0. O

Beispiel 8.7.3. Die Folge }»_(—1)" ist nicht konvergent, da die obige notwendige Bedingung nicht
erfiillt ist. Geben Sie weitere Beispiele von nicht konvergenten Reihen.

Theorem 8.7.4. Sei ) " a, eine Reihe mit nicht negativen Reihenglieder, d.h. a,, > 0 fiir alle n € N. Dann
konvergiert Y7, a, genau dann wenn die Folge der Partialsummen (s,), wobei s, = Y.}_ ax, beschrinkt
ist.

Beweis. Man beachte, dass die Folge der Partialsummen monoton wachsend ist. Damit folgt die Behaup-
tung aus der Eigenschaften der monoton wachsenden Folgen. O

Beispiel 8.7.5.

(1) Betrachten wir die harmonische Reihe Y, % Es gilt:

2k — i+1
1 1 1
Sok = = - < )
n;n 2 Z’ iy
—1+1+<1+1 -l-(l—l-l-l-l—l-l)-i- +( ! + +1>
2 \3 4 5 6 7 8 2kl 41 2k
N——
>2-1 >4.1 szfl_zik
k
>14+—-.
= +2

Daraus folgt, dass die Folge der Partialsummen unbeschrénkt ist. Das heifit ),

— oo
nl .

(2) Sei k > 1. Wir werden beweisen, dass die Reihe ), k konvergiert. Sei n beliebig. Es existiert
m € N mit der Eigenschaft n < 2! — 1. Dann gilt

2m+1 1 1 1 1 2m+1 1 1
ws L ?_1+<2k+3k)+ +( X nk)
n=1 N ~ n=2m

oo 1 %,_/
=< 2k <m.
(2"’)"
m. 1 m 1 i
£ ()
_ig(’) (2’)]‘ l;’) 2k—1

1

S;)(yc—l) - 1 —2—k+1°
1=

Das heifit, fiir jedes n ist s, < H%HI und damit ist die Folge der Partialsummen monoton wach-
send und beschrinkt.
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Theorem 8.7.6. (Leibnizsches Konvergenzkriterium) Sei (a,),en eine monoton fallende Folge nicht-
negativer reeller Zahlen mit 1im a, = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe Y ;,_o(—1)"ay,.
n—soo

Beweis. Man beachte sy := Y_(—1)"a,. Es gelten:

(@) S2p42 — S2k = —Q2k+1 + a2 <0,
(b) 52443 — S2%41 = Aopy2 — aop43 > 0,
(©) Sok+1 — 2k = —a+1 < 0.

Daher ist die Folge (s2)reny monoton fallend und die Folge (sy41) ist monoton wachsend. Fiir jedes
k> 1, sei Iy := [sor+1,52]. Dann gilt diam(l;) = apry1. AuBerdem bilden die Intervalle {/; }rcn eine
Intervallschachtelung. Nach dem Vollstdndigkeits-Axiom existiert s mit {s} = \ren k- Sei k € N beliebig.
Dann gilt |s; — s| < |sx — sk+1| = ax. Die Folge (ay) ist eine Nullfolge. Daraus folgt, dass (sx) konvergiert,
mit Grenzwert s. U
Beispiel 8.7.7.

(1) Nach dem Konvergenzkriterium von Leibniz ist die Reihe

e

konvergent. Die Reihe wird alternierende harmonische Reihe genannt.

(2) Ahnlich ist zu beweisen, dass Yico % konvergent ist.

Definition 8.7.8. Eine Reihe Y, a, heilit absolut konvergent, falls die Reihe der Absolutbetrige
Z |an|
n=0

konvergiert.

Diskussion 8.7.9. Man beachte, dass die Folge der Partialsummen der Reihe Y, |a,| monoton wach-
send ist. Daher ist eine Reihe ) ,._,a, absolut konvergent genau dann wenn die Folge der Partialsummen
beschrinkt ist.

Proposition 8.7.10. Sei } " a, absolut konvergent. Dann ist } ;" , a, konvergent.

Beweis. Sei € > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium (siehe Theorem 8.7.1) existiert N € N, so dass

n
Vn,m > Ng : Z lax| < €

k=m

gilt. Nach der Dreiecks-Ungleichung gilt: | Y7, ax| < Y7_,, |ax| und damit gilt

n
Vn,m>Ne:| ) af <e.
k=m
Das heifit, die Folge der Partialsummen (s,) der Folge (a,) ist eine Cauchy-Folge, und damit ist sie
konvergent. 0
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Theorem 8.7.11. (Majorantenkriterium) Sei Y., cn eine konvergente Reihe, so dass c, > 0 fiir jedes
n € N. Dann konvergiert jede Folge Y a, mit der Eigenschaft, dass |a,| < ¢, fiir alle n € N absolut.
Die Reihe Y c, wird eine Majorante von Y a, genannt.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein N € N, so dass

n
VnszN:|ch]<8.

k=m

Daher gilt

n n
Yn>m>N:Y la| <) a<e.
k=m k=m
Damit ist die Folge der Partialsummen von (|a,|) eine Cauchy-Folge, was die absolut Konvergenz der
Reihe }" (a, impliziert. O

Beispiel 8.7.12. Betrachten wir nochmals die Reihe )", k, wobei k > 2 gilt. Man beachte, dass fiir
eine beliebige Folge (c,) die Formel ¢, = co+Y;_; (cx — ck,l) fiir alle n € N gilt.
Jetzt, sei ¢, = n”? co = 0. Dann gilt fiir k > 1

k k=1 1
k+1  k  k(k+1)

Ck—Cr—1 =
Daraus folgt Y3, k+1 = Y= (ck —cx—1) = ;7 und damit gilt

i —hm " =1.

Insbesondere konvergiert auch die Reihe

Fiir k > 2 und alle n > 1 gilt
1.2
k= n2 = nn+1)
Dabher folgt, dass }. .=+ e +1 eine Majorante von Z ist und damit konvergiert } .~ k

Diskussion 8.7.13. Sei ), c, eine divergente Reihe, wobei ¢, > O fiir alle n. Betrachten wir eine belie-
bige Reihe } )" (a,, wobei a, > c,. Nehmen wir an, dass } ;" a, konvergiert. Dann ist die Letztere eine
Majorante fiir } -, ¢, und nach Theorem 8.7.11 konvergiert }"_ c,, Widerspruch!

Theorem 8.7.14. (Quotienten-Kriterium) Sei Y, a, eine Reihe mit a, # 0 fiir alle n > ny und sei 6 € R

mit 0 < 0 < 1, so dass

an+1
ap

<.

Vn > ng:

Dann konvergiert die Reihe Y a, absolut.
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Beweis. O.B.d.A. gilt ”Z—:l < 6 fiir alle n € N. Mittels vollstandiger Induktion kann man beweisen, dass

Vn > ng : |ay| < 6"|ag|.

Es folgt, dass die Reihe Y, |ao|0" eine Majorante von Y a, ist. Es gilt Y>> |ao|0" = % und daher
konvergiert nach Theorem 8.7.11 auch die Reihe } " a,. U

Beispiel 8.7.15. Als nichstes beweisen wir die Konvergenz der Reihe ), %21 Sei a, := g—z fiir n > 3.

Dann gilt:
GRS R VN A
B A

1 1\> 8
<-(1 — 2
2<+3) 9=

Das heif}t, die Quotienten-Kriterium ist fiir 8 = % erfiillt.

ap41
an

Diskussion 8.7.16. Man beachte, dass die Bedingung < 1 fiir alle n > np nicht ausreichend fiir

An+1
an

die Konvergenz der Reihe ) a, ist. Tatsdchlich ist die Harmonische Reihe Y .-, % divergent und es gilt

An+1
an

0 < 1 mit der Eigenschaft, dass

= .47 < 1 fir alle n > 1. Andererseits gilt hm = 1 und damit gibt es keine bestimmte Zahl

+l

ant1
dan

<6

fiir alle n > ny gilt.

Ein wichtiges Beispiel ist die konvergente Reihe } ", a, =), . Man beachte, dass

n=1 ;2

2
An+1 n
= <1

an (n+1)2

fiir alle n > 1 gilt. Es gilt aber auch lim (e +1) = 1 und damit gibt es kein 8 < 1 mit
n—yoo
An+1 _ n <0
a, n+1~—

fiir alle n > ng. Insbesondere ist das Quotienten-Kriterium eine hinreichende, jedoch nicht notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe.

Diskussion 8.7.17. Sei ) ;" ,a, eine Reihe und sei 7: N — N eine bijektive Abbildung. Dann definiert 7
eine Umordnung der Reihe:

Y Ar(r) = (o) +ag(1) + Ag) +
k=0

Theorem 8.7.18. (Umordnungssatz) Sei'y.,._,a, eine absolut konvergente Reihe und sei T: N — N eine
bijektive Abbildung. Dann konvergiert ;" a(,) und es gilt

Y an =} dz(n
n=0 n=0
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Beweis. SeiA=Y_,a,und sei € > 0 beliebig. Da lim (ZZZO |ak|) =r, wobei r € R, existiert N € N mit
der Eigenschaft, dass

°° €
VnZN:kz_:|ak\ <3
=n
Daraus folgt
N-1 o0 o €
‘A— Zak\:]Zaklg Z |ak]<§.
k=0 k=N k=N
Behauptung. Es existiert M, € N, so dass { j}?’;o1 C{1( j)}’]‘./’:so.

Beweis. Fiir jedes j = 0,---,N — 1 sei a; := 771(j). Sei M € N, so dass M, > max{aj}ljyz_ol. Dann
_ N Me . AN— M
{a)}iZg S {z()}Z,- Das heibt, {1775 C {z()} - .
Fiir alle m > M, gilt:

- - d ! e €
|Z“T(k)_A| §|Zar(k)— ZakH—\ Zak—Ay < §+§=£.
k=0 k=0 k=0 k=0 )

<Y lal <3 <

(ST

Daraus folgt, dass

Z af(n) =A.
n=0

O
Beispiel 8.7.19. Die alternierende harmonische Reihe Y, % =1- % + % — zlt + - -+ konvergiert nach
dem Kriterium von Leibniz. Es gibt jedoch eine Umordnung der Reihe 7, so dass
i (_ l)f(n)fl
n=1 T(I’l) o
Sein > 1. Dann gilt:
! + ! +-- ! - + ! +-- !
241 2n43 214 (2n—1) 2741 2743 ol
2" 1
> E ’ on+1
_ An—1 1 _ 1
A B

Andererseits gilt:

(-8 -2 (5-0)

1 1 1 1
+< 2n+1+2n+3+'”+2n+1—1>_2n+2>+”'
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Sei

1 1 1 1
i <2ﬂ+1+2n+3+'”+2n+1—1>_2n+2'

Man beachte, dass } " ¢, eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe ist. Andererseits ist
(¢n) keine Nullfolge und damit konvergiert nach Theorem 8.7.2 die Reihe ¢, nicht.
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