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1 Einleitung

Georg Cantor war einer der ersten, die sich in einem heutigen Sinn mit dem Unendlichen
in der Mathematik beschéftigten. Er bewies als erster, dass die Anzahl der reellen Zah-
len eine andere Art der Unendlichkeit darstellt als die Anzahl der natiirlichen Zahlen,
dass diese nicht in eine Eins-zu-Eins-Beziehung mit jenen gestellt werden konnen. Nicht
beweisen konnte er hingegen seine berithmt gewordene Kontinuumshypothese, dass ndm-
lich keine Unendlichkeit echt zwischen diesen beiden liegen konne, die Méachtigkeit jeder
Menge, die grofer als die der natiirlichen Zahlen ist, also mindestens so grofs wie die der
reellen Zahlen sein muss.

Die Beschiftigung mit diesen Beziehungen zwischen Mengen sowie eine generelle
Tendenz zu mehr struktureller Klarheit in der Mathematik, fiihrte zum Aufkommen
der axiomatischen Mengenlehre und mit ihr auch einem Beweis des mit der Kontinu-
umshypothese in Verbindung stehenden Satzes, dass jede Menge wohlgeordnet werden
kann von Ernst Zermelo [Zer04, S. 514-516]. Er berief sich bei diesem nicht wie friihe-
re Mathematiker auf augenscheinlich wahre Prinzipien, sondern auf ein klar gegliedertes
Axiomensystem. Diese verinderte Herangehensweise fiihrte allerdings nicht einfach dazu,
dass der Beweis plausibler erschien als friihere, sondern dass stattdessen das Axiomen-
system in Frage gestellt werden konnte, insbesondere das von Zermelo eigens fiir diesen
Beweis formulierte Auswahlaxiom. Es steht aufer Frage, dass die Wohlordenbarkeit je-
der Menge aus dem Auswahlaxiom und den anderen neun Axiomen der sogenannten
Zermelo-Mengenlehre folgt, unklar ist jedoch ob es zulédssig ist, dieses Axiom ins Fun-
dament der Mathematik aufzunehmen. Besonders Abraham Fraenkel beschiftigte sich
mit dieser Problematik, und so wird das Geriist, auf dem heute im allgemeinen Mathe-
matik betrieben wird, als Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaxiom, kurz ZFC,
bezeichnet [Fra22, S. 230-237].

Was die Argumente der bis heute gefiihrten Debatte fiir und wider die Sinnhaftigkeit
der Inklusion des Auswahlaxioms in die iibrigen Axiome sind, werde ich in dieser Arbeit
erdrtern. Zundchst werde ich die Grundgedanken hinter dem Axiomensystem ZFC kurz
darstellen, um anschliefend einige verschiedene Versionen des Auswahlaxioms, deren je-
weilige Aquivalenz und deren besondere Verwendung in unterschiedlichen Gebieten der
Mathematik zu prasentieren. Mit diesen ausgeriistet werde ich als néchstes einige wichti-
ge Resultate zeigen, die ohne das Auswahlaxiom scheitern und so dessen Wichtigkeit und
Niitzlichkeit unterstreichen, um anschliefend an einem in gewisser Weise verbliiffenden
Resultat zu demonstrieren, was gegen das Auswahlaxiom und seine Folgen einzuwenden
ist. Abschliefend werde ich versuchen, einen mdoglichen Ausweg aus diesem Dilemma zu
prasentieren oder zumindest aufzuzeigen, in welche Richtung sich die Debatte seit der
erstmaligen Formulierung des Auswahlaxioms entwickelt hat und noch entwickeln kann.



2 Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre

Die Axiome der Mathematik stellen das Grundgeriist dar, auf dem das riesige Gebaude
der heutigen Mathematik aufgestellt ist. Anders als bei einem tatsichlichen Grundgeriist
wurde aber weder urspriinglich die Mathematik so begonnen, dass die Axiome formu-
liert wurden, noch lehrt man Mathematik, indem man bei diesen beginnt. Im Gegenteil,
man begegnet den Axiomen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre erst in einem sehr spiten
Stadium der Beschiftigung mit der Mathematik als Wissenschaft, da zum Versténdnis
der Aussagen der einzelnen Axiome sowie deren Sinnhaftigkeit einiges an Abstraktions-
leistung sowie Kenntnis mathematischer bzw. logischer Symbole notwendig ist.

Mathematikunterricht in der Volksschule beginnt deshalb mit mathematischen Re-
sultaten, die auf einer Art natiirlicher Anschauung beruhen. Bis zum Aufkommen der
modernen Mengenlehre wurde auch an der Spitze der Wissenschaft anhand von Satzen
argumentiert, die ,augenscheinlich wahr* sind und nicht hinterfragt zu werden brau-
chen, aber auch nicht hinterfragt werden kénnen. Erst mit der préizisen Formulierung
der Axiome wurde man sich bewusst, dass alle bisherigen Resultate der Mathematik, so
wahr, ewig und unumstoflich sie auch wirken moégen, nur ausgehend von diesen Axio-
men gelten konnen. Daraus ergibt sich selbstverstindlich die iiberaus spannende Frage,
ob diese Axiome denn zutreffen. Diese ist allerdings im wesentlichen eine philosophische
und keine mathematische Frage und lésst sich daher nicht klar beantworten. Es steht
jedoch fest, dass die Mathematik, so wie man sie bisher kannte, gilt, solange man die
Axiome akzeptiert.
Ich werde diese Axiome nun auflisten und kommentieren, um anschliefend fiir das letzte
von ihnen, das Auswahlaxiom, der Frage nachzugehen, ob es Sinn macht, niitzlich ist,
oder gar zu Widerspriichen fiihrt, wenn man es annimmt.

Ich halte mich in der Formulierung und Anordnung der Axiome an Kenneth Kunen:
The Foundations of Mathematics [Kun2007].

Axiom 0. Existenz.
dz(x = x)

Sowohl Aussage als auch Nutzen dieses Axioms sollten offensichtlich sein, es gibt iiber-
haupt eine Menge.

Axiom 1. Extensionalitit.
Vz(zexrz€y) — x=y

Dieses Axiom besagt, dass zwei Mengen, die die selben Elemente enthalten, gleich sind.

Axiom 2. Fundierung.
Jyyer) — JylyexA-Iz(zexzAzey))

Wenn die Menge x nicht leer ist, dann enthélt sie zumindest ein Element y, welches
keine mit ihr gemeinsamen Elemente enthélt, x und y sind also disjunkt. Dadurch wird



verhindert, dass eine Menge konstruiert werden kann, die sich selbst enthalt.

Axiom 3. Aussonderung.
IWVz(zr ey << x€zAp(x))

Bei diesem handelt es sich eigentlich um eine ganze Menge an Axiomen, ndmlich gilt,
dass jede Menge y eine Teilmenge x enthilt, fiir deren Elemente ¢ gilt.

Axiom 4. Paarmengen.
dz(r €zNy € 2)

Fiir zwei Mengen x und y gibt es eine Menge z, die diese als Elemente enthélt.

Axiom 5. Vereinigungen.
JAVYVz(x e YANY € F — x€A)

Es gibt eine Vereinigung, die alle Elemente der Elemente der vereinigten Menge enthélt.

Axiom 6. Ersetzung.
Ve € Adlyp(z,y) — IBVz € A3y € By(z,vy)

Auch hierbei handelt es sich um ein Axiomenschema, welches bei eindeutiger Beziehung
zweier Elemente via ¢ die Ersetzung dieser Elemente ermdoglicht.

Axiom 7. Unendlichkeit.
Jx(0 € z AVy € 2(S(y) € x))

Dieses Axiom besagt, dass es eine Menge gibt, die sowohl die leere Menge als auch den
Nachfolger jedes ihrer Elemente enthélt, definiert als S(y) := y U {y}.

Axiom 8. Potenzmenge.
YVz(z Co— 2z €y)

Dieses Axiom definiert die Potenzmenge y := P(x).

Axiom 9. Auswahl.
V¢ FAVere FVye Flx 2y —xNy=0) — 3CVx e F(SING(C Nx))

Das Auswahlaxiom schliefslich besagt, dass fiir jede nichtleere und disjunkte Menge F
eine Menge C existiert, so dass der Durchschnitt von C' mit jedem Element von F' genau
ein Element enthilt.



3 Unterschiedliche Versionen des Auswahlaxioms

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, gibt es verschiedene Versionen des Auswahl-
axioms. Bei diesen handelt es sich aber nicht blofs um geringfiigige Unterschiede in der
Formulierung, sondern um unabhéngig voneinander entdeckte Aussagen, die in diversen
Gebieten der Mathematik zur Anwendung kommen und spéaterhin als logisch zum Aus-
wahlaxiom dquivalent erkannt wurden. In der Prisentation dieser Resultate halte ich
mich ebenfalls an Kunen [Kun2007, S. 56-59].

Definition I.1. (Auswahlfunktion)

Eine Auswahlfunktion g einer Menge A erfiillt einen dhnlichen Zweck wie die Auswahl-
menge des Auswahlaxioms, sie weist jeder Teilmenge von A ein Element dieser Teilmenge
zu: g P(A)\ {0} — A, g(xz) € x Vo € P(A)\ {0}. Aus der leeren Menge kann selbst-
verstiandlich kein Element ausgewihlt werden.

Definition I.2. (Wohlgeordnete Menge)
Eine wohlgeordnete Menge ist eine Menge mit totaler Ordnung, bei der zusétzlich jede
Teilmenge, die nicht leer ist, ein kleinstes Element enthilt.

Definition I.3. (Endlicher Charakter)
Sei A eine Menge und F C P(A). F wird von endlichem Charakter genannt, wenn fiir
alle X C A: X € F < jede endliche Teilmenge von X Element von F ist.

Definition I.4. (Das Lemma von Teichmiiller-Tukey)
Sei F C P(A) von endlichem Charakter und X € F, dann gibt es ein maximales Y € F,
(dh.3Z:Y S Z,ZC F),sd. X CY.

Definition I.5. (Hausdorffs Maximalkettensatz)
Sei { P, <} eine streng halbgeordnete Menge. Dann gibt es eine maximale Kette C' C P.

Definition I.6. (Lemma von Zorn)
Sei {P, <} eine streng halbgeordnete Menge. Wenn es fiir jede Kette C C A ein b € A
gibt, s.d. x < b Vx € C, dann gibt es fiir alle a € A ein b € A maximal, s.d. a < b.

Satz 1.7. Es sind dquivalent:

Das Auswahlaxiom

Jede Menge hat eine Auswahlfunktion
Jede Menge kann wohlgeordnet werden
Das Lemma von Teichmiiller-Tukey
Hausdorffs Maximalkettensatz

Das Lemma von Zorn
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Beweis von Satz I1.7.

(1) — (2): Sei A eine Menge. Um eine Auswahlmenge zu erhalten, benétigen wir dis-
junkte Teilmengen, die durch die Bildung des Kartesischen Produktes der Teilmengen
von A mit deren Elementen erzeugt werden. Sei also F' = {{z} x z : z € P(A) \ {0}}.
Dabei bezeichnet {z} x x die Menge: {(z,i) : i € x}. Diese sind fiir unterschiedliche x
offensichtlich disjunkt, die Auswahlmenge C' auf F' kann also als Auswahlfunktion auf A
interpretiert werden, die jeder Teilmenge x C A ein ¢ € x zuordnet.

(2) — (1): Sei F eine disjunkte Menge nichtleerer Mengen. Auf A := |J F' erhalten wir ei-
ne Auswahlfunktion g, anhand derer sich leicht eine Auswahlmenge C := {g(x) : x € F'}
definieren lésst.

(2) — (3): Sei g eine Auswahlfunktion auf A. Um A wohlordnen zu kénnen, miissen wir
so lange aus A Elemente auswahlen, bis keine mehr {ibrig sind. Zu diesem Zweck defi-
nieren wir x als die wohlgeordnete Menge kleinster Méchtigkeit, sodass sie nicht injektiv
auf A abgebildet werden kann. Als néchstes definieren wir eine Funktion f, die x auf
A oder ein zusétzliches Element S fiir Stopp abbildet, sollte A fertig geordnet sein: f:
k— AU{S} fa) = g(A\{f(&) : € < a}) wenn A\ {f(§) : £ < a} # 0, ansonsten
fla) = S. f lésst also g nach und nach Elemente von A auswihlen, die noch nicht
gewdhlt wurden. Da k nicht injektiv auf A abgebildet werden kann, muss irgendwann
f(a) = S gelten. f eingeschrinkt auf das kleinste solche « ergibt eine Bijektion auf A,
also kann A wohlgeordnet werden.

(3) = (2): Wenn A wohlgeordnet ist, so kénnen wir g(x) einfach das kleinste Element
von x zuweisen lassen, um eine geeignete Auswahlfunktion zu erhalten.

(3) — (4): Sei A eine Menge. Da A wohlordenbar ist, kann man es auf folgende Wei-
se aufschreiben: A = {z, : @ < K}, wobei k eine wohlgeordnete Menge mit gleicher
Machtigkeit wie A sei. Als nichstes versuchen wir eine Menge Y zu definieren, die in
F liegt, X enthilt und maximal ist. Dies machen wir am besten rekursiv und beginnen
mit Yz C {z, : £ < p} fiir § < &, folgendermafen:

(i) Yo = X. X ist also auf jeden Fall in A.

(ii) Wenn Y, U{z,} € F = You1 = Yo U {z,}, andernfalls Y, ; = Y,. Bis hierhin sind
alle Y3 in F, da X laut Voraussetzung in F ist und wenn Y, in F ist, dann auch Y .,
da entweder Y, U {z,} in F ist oder ansonsten Y, = Y,, was bereits in F ist. Fiir den
Fall, dass § mindestens so grofse Kardinalitit wie N hat, benotigt man zusétzlich noch:
(iii) Y, = [U{Ys : @ < v}. Diese liegen ebenfalls in F, da F endlichen Charakter hat und
jede endliche Teilmenge von Y, in F liegt, was ja fiir Y,, bereits gezeigt wurde. Y, liegt
also in F.

Als néchstes zeigen wir, dass es auch maximal ist. Sei z, ¢ Y,. Dann kann z,, aber
auch nicht in Y, = Y, U {z,} sein, also Y, = Y,, nach (ii) also Y, U {z.} ¢ F.
Wire Y, U{z,} € F, (wobei offensichtlich Y, U{z,} D Y,U{x,}), so wire jede endliche
Teilmenge von Y, U {z,} in F, also auch jede endliche Teilmenge von Y, U {z,}, also
Y, U{z,} € F, Wid.



(4) — (1): Um eine Auswahlmenge zu erzeugen, benétigen wir zunéchst eine Mengen-
familie F', die die Voraussetzungen fiir (1) erfiillt, also disjunkt und nichtleer ist. Um
(4) anwenden zu kénnen, benttigen wir auferdem A = | J F, genauer gesagt P(A). Als
néchsten Schritt wollen wir eine Menge von teilweisen Auswahlmengen definieren, welche
endlichen Charakter hat, um mittels (4) ein maximales Element zu erhalten. Bei diesem
handelt es sich dann um die gesuchte Auswahlmenge. Sei G die Menge der teilweisen
Auswahlmengen, X € G <> X € P(A) und X N z entweder ein einzelnes Element oder
leer Vz € F. Wenn X in G ist, so offensichtlich auch jede endliche Teilmenge von X,
wenn X nicht in G ist, schneidet sich also schon eine zweielementige, also insbesondere
endliche Teilmenge mit einem Element von F', sodass diese zwei Elemente iibrighleiben,
diese ist also auch nicht in G — G ist von endlichem Charakter. G # 0, da () € G. (4)
liefert also ein maximales C', welches die Anforderungen einer Auswahlmenge erfiillt:
Ang. 3z € F,s.d. CNz =0, dann wihle pe z — C & C' U {p} € G, Wid.

(4) — (5): Hier brauchen wir lediglich zu zeigen, dass die Familie aller Ketten von end-
lichem Charakter ist. Da jedes Element einer Kette mit jedem anderen vergleichbar ist,
gilt dies offensichtlich auch fiir jede endliche Teilmenge dieser Kette. Sind umgekehrt
mindestens zwei Elemente nicht miteinander vergleichbar, so auch nicht in der endlichen
Teilmenge nur dieser zwei Elemente. (4) liefert also die gesuchte maximale Kette.

(5) — (6): Seien C' C A, b € A wie in Definition 1.2. und a € A. Dann liefert (5) eine
maximale Kette, die a enthilt, also a < b.

(6) — (4): Fiir diesen Schritt benttigen wir erstens eine partielle Ordnung von F und
zweitens einen geeigneten Kandidaten fiir b, der die Bedingung von (6) erfiillt. Als Ord-
nung bietet sich ; an. Dass es sich dabei tatsdchlich um eine strenge partielle Ordnung
handelt, ist trivial. Um ein geeignetes b zu erhalten, miissen wir etwas mehr arbeiten.
Setzen wir b := | JC, so kénnen wir zeigen, dass b € F und a ; b Va € C. Da F
endlichen Charakter hat, reicht es zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge von b in F
ist. Sei {d} Cb,alsod €b— 3z € C: {d} C x. x ist Element von F und nach einem
analogen Argument aus dem Schritt (3) — (4) auch jede Teilmenge von z, also {d} € F.
Sei jetzt {d;}*, € F Vn € N. Sei {d;}""]' .= {d;}"_, U{d,;1}, dann gibt es ein 2 € C,
s.d. {dp41} € xo und laut Induktionsvoraussetzung ein z € C, s.d. {d;}}.; € z. Da C
total geordnet ist, ist entweder 29 & z oder x G o, jedenfalls aber {d;} 1 S xo oder

=
{d;}7" S « — alle endlichen Teilmengen sind Element von F — b € F. Somit kénnen
wir (6) anwenden und erhalten (1). O

Die sehr unterschiedlichen mathematischen Konstruktionen (Ordnung, Kette, etc.), die
in diesen Aussagen vorkommen, erlauben es, Resultate in vielen verschiedenen Gebieten
der Mathematik zu beweisen. Darunter befinden sich teilweise sehr zentrale Sitze, die
ohne das Auswahlaxiom nicht mdoglich wéren. Es zeigt sich also bereits hier, dass das
Auswahlaxiom keineswegs eine Randnotiz ist, sondern im Gegenteil die Frage nach der
Rechtfertigung seines Platzes in der Mathematik von zentraler Bedeutung. Einige von



diesen Resultaten werde ich im nachsten Abschnitt vorstellen.



4 Unerwiinschte Ergebnisse ohne das Auswahlaxiom

Eines der bekanntesten Vorkommnisse des Auswahlaxioms in der herkémmlichen Ma-
thematik ist der Beweis, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Dieser Beweis wird {ib-
licherweise mittels des Lemmas von Zorn gefiihrt und ist fiir die lineare Algebra von
zentraler Bedeutung, aber ansonsten fiir uns nicht weiter interessant, weswegen wir ihn
auslassen werden. Skeptiker des Auswahlaxioms, die aber nicht auf dieses wichtige Re-
sultat verzichten wollen, kdnnten sich die Frage stellen, ob es nicht moglich sei, den Satz,
dass jeder Vektorraum eine Basis hat, auch ohne das Auswahlaxiom, also in ZF alleine
zu beweisen. Diese Skeptiker muss man leider enttduschen, da sich zeigen ldsst, dass
obiges Resultat das Auswahlaxiom impliziert, also ebenfalls mit jenem aquivalent ist.
Wir erhalten also angelehnt an [Her2006, S. 67]:

Satz II.1. Es sind dquivalent:

1. Das Auswahlaxiom
2. Jeder Vektorraum hat eine Basis

Definition I1.2. (Axiom of Multiple Choice)
Fiir jede Familie (X;);c; von nichtleeren Mengen gibt es eine Familie (F;);c; von nicht-
leeren, endlichen Mengen (F});cr, wobei F; C X; Vi€ .

Satz I1.3. Es sind dquivalent:

1. Das Auswahlaxiom
2. Das Axiom of Multiple Choice

Beweis von Satz Satz II.3.
(1) — (2) ist trivial, da jede einelementige Menge insbesondere endlich ist.

(2) — (1) hingegen kann iiber Ketten und die Ordenbarkeit der Potenzmenge gefiihrt
werden, wiirde aber iiber den Umfang dieser Arbeit hinausgehen.

Beweis von Satz II.1.
(2) — (1): In diesem recht abstrakten Beweis gehen wir so vor, zunéchst aus einer Men-
genfamilie (X;);c; einen Vektorraum rationaler Funktionen zu konstruieren, der laut
Voraussetzung eine Basis hat und dessen Basiselemente endliche Summen rationaler
Funktionen sind. Diese sind so gekiirzt, dass sie im Nenner eine endliche Menge an
Elementen aus Mengen unserer Familie enthalten. Sei also (X;);c; eine Familie nicht-
leerer, paarweise disjunkter Mengen und X := J,.; X;. Sei k(X)) der Kérper rationaler
Funktionen mit Elementen x € X iiber k, wobei k ein beliebiger Korper ist.

Um sicherzugehen, dass jedes der gewiinschten Basiselemente tatsdchlich im Nenner
Elemente hat, die im Zahler nicht vorkommen, benétigen wir den Grad der Polynome
a € k(X). Sei dazu fiir jedes Monom p von der Form p = S-27*-x5? - - - 2l und jedes i € |
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der i-Grad von p definiert als d;(p) := >, x, 7k Weiters heife a := pjf% i-homogen,
wenn alle p, vom selben i-Grad d; und alle ¢, vom selben i-Grad dsy sind. Schlieflich
heift o vom Grad d := dy — dy. Dann ist K := {a € k(X) | a ist i-homogen vom
Grad 0 Vi € I} der Teilkérper der Polynome mit Ziahler und Nenner von selbem Grad.
Einfache Rechnung zeigt, dass dieser unter Summen- und Produktbildung abgeschlossen
ist und die iibrigen Eigenschaften werden trivialerweise tibernommen. Damit kann k(X))
als der kanonische Vektorraum iiber K betrachtet werden. Dieser hat nach (1) eine Basis
B. Die Monome x € X kénnen also eindeutig in der Form @ = -, 5 as(z) - b, wobei
B(z) eine endliche Teilmenge von B und a,(x) # 0 ist, dargestellt werden. Seien = und
y Elemente desselben X;. Dann folgt aus:

>a) b=y=2a= 3 L.a@)-b &

beB(y) beB(x)

und £ € K, dass B(z) = B(y) und “b(’” = “bT(y) Vb € B. Sowohl die Mengen B(z), als
auch die a,(x) hingen also nur von i, nlcht aber von x € X; ab. Da die a5(x) € K und
somit vom i-Grad 0 sind, ist der i-Grad der “; w(@) gleich —1, sie enthalten also in gekiirzter
Form im Nenner zumindest ein x € X;. Die Menge F; dleser x € X; fiir ein b € B(y) ist

eine nichtleere, endliche Teilmenge von X;. Daraus folgt das Axiom of Multiple Choice
und damit (1).

(1) — (2) Wird als bekannt vorausgesetzt. O

Nimmt man das Auswahlaxiom nicht an, so liefle sich also ein Vektorraum konstruieren,
der keine Basis hétte, durchaus ein weitreichendes und interessantes, um nicht zu sagen,
bedngstigendes Ergebnis. Nicht nur in der Algebra kommen wir aber ohne das Aus-
wahlaxiom recht schnell in grébere Schwierigkeiten mit den uns bis jetzt so vertrauten
Grundlagen der Mathematik, auch wenn hier moglicherweise nicht auf den ersten Blick
ersichtlich ist, an welcher Stelle das Auswahlaxiom bendétigt wird. So kann beispielsweise
einer der Schliisselbegriffe der Analysis, die Stetigkeit einer Funktion, auf unterschied-
liche Weise definiert werden. Ublicherweise sind diese Definitionen dquivalent und man
kann die jeweils praktischste beniitzen. Ohne das Auswahlaxiom jedoch kann es vorkom-
men, dass sich diese Arten der Stetigkeit voneinander unterscheiden, wodurch sich die
Frage nach Bedeutung des Begriffes der Stetigkeit stellt, da man vor die Aufgabe gestellt
ist, sich fiir einen von beiden zu entscheiden [Her2006, S. 73].

Definition II.4. (Stetigkeit)
Eine Funktion f : R — R ist stetig im Punkt a, wenn: Ve >0 3§ >0:Vy € R, |y—al <

0= [f(y) — fla)l <e
Definition IL.5. (Folgenstetigkeit)

Eine Funktion f: R — R ist folgenstetig im Punkt a, wenn fiir jede Folge (a,)nen € R,
fiir die (a,) — a gilt, auch f(a,) — f(a) gilt.
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Bemerkung
Eine Funktion ist stetig auf R, wenn sie stetig in jedem a € R ist.

Satz I1.6.

Ohne das Auswahlaxiom gibt es eine Funktion f, die folgenstetig im Punkt a ist, aber
nicht stetig im Punkt a:

Beweis von Satz I1.6.

Dieser Beweis benotigt etwas an technischem Apparat, ist aber ansonsten recht an-
schaulich. Fiir die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ohne das Auswahlaxiom, also ZF,
gibt es, wie Paul Cohen gezeigt hat, ein Modell, in dem eine Menge existiert, die un-
endliche Méachtigkeit hat, aber keine echte Teilmenge von gleicher Machtigkeit besitzt.
Solche Mengen nennt man Dedekind-endlich. Sei D eine solche unendliche Dedekind-
endliche Menge. Sei (a,) eine Folge in D und {a,|n € N} die Menge aller Elemente
von (a,). Diese Menge ist endlich, da sie ansonsten eine unendliche Teilmenge von D
wire, also ist jede Cauchyfolge (a,,) schlieklich konstant. D sei O.B.d.A beschrénkt, hat
also einen Hiufungspunkt a. Betrachte als néchstes S := D \ {a} und die Funktion

f:R%R,f(xF{l res

0 sonst
Sei beispielsweise € = £, dann gibt es fiir § >0 d € S :|d—a| < d aber |f(d) — f(a)| =
1> %, also f nicht stetig im Punkt a.

Konvergiert die Folge (a,) aber gegen a, so ist sie insbesondere Cauchy und deswe-
gen schlieflich konstant a, also f(a,) = f(a) = 0 fiir fast alle n also ist f folgenstetig
im Punkt a. U

Korollar I1.7.
Ohne das Auswahlaxiom gibt es eine Funktion f, die folgenstetig ist, aber nicht stetig.

Beweis von Korollar I1.7.
Betrachte die Folge f aus dem vorigen Beweis eingeschrankt auf die Menge D. 0

Als Abschluss dieses Kapitels folgt noch ein Resultat, das meines Erachtens nach deswe-
gen interessant ist weil es im Gegensatz zu den {ibrigen besprochenen Sétzen tatséchlich
die Negation des Auswahlaxioms an einer zentralen Stelle des Beweises einsetzt. Dieses
kommt aus dem Gebiet der Graphentheorie und benétigt also eine kurze Erlduterung
der vorkommenden Begriffe [Her2006, S. 109f.]:

Definition I1.8. (Graph)

Ein Graph G = (X, R) besteht aus Ecken und Kanten, wobei die Ecken durch eine Men-
ge X und die diese Ecken verbindenden Kanten durch eine Relation R auf dieser Menge
reprasentiert werden. Die Relation ist zweistellig und symmetrisch.
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Definition I1.9. (Teilgraph)

Ein Graph H = (Y, .S) wird Teilgraph von (X, R) genannt, wenn Y C X und S = R|y«y.
Dieser besteht also aus einigen Knoten des urspriinglichen Graphen zusammen mit allen
diese verbindenden Kanten.

Definition I1.10. (Vollstindiger Graph)
Ein Graph G wird vollstdndig genannt, wenn jeder Knoten mit jedem anderen verbun-
den ist, also R = {(z,y) € X x X|z # y}.

Definition I1.11. (Firbung eines Graphen)

Weist man jedem Knoten eines Graphen eine Farbe zu, so dass keine zwei benachbar-
ten, also miteinander verbundenen Knoten die selbe Farbe erhalten, so nennt man den
Graphen gefirbt. Da Farbe kein mathematischer Begriff ist und es uns nur auf die Un-
terscheidbarkeit der einzelnen Farben ankommt, werden diese durch natiirliche Zahlen
reprisentiert.

Definition I1.12. (n-Farbung eines Graphen)

Als n-Farbung eines Graphen G wird ein Homomorphismus f : G — n bezeichnet, wo-
bei n den vollstindigen Graphen mit Knotenmenge {0, 1,...,n — 1} bezeichnet und ein
Homomorphismus f zwischen Graphen folgende Eigenschaft erfillt: xRy — f(x)Sf(y).
Ein Graph G wird n-firbbar genannt, wenn es eine n-Farbung von G gibt, also jedem
Knoten eine von n natiirlichen Zahlen zugewiesen werden kann, so dass keine benach-
barten Knoten dieselbe Zahl erhalten.

Bemerkung I1.13.
Bei Graphenfiarbungsproblemen betrachtet man nur Graphen ohne Schleifen, deren Re-
lation R also antireflexiv ist.

Satz I1.14. Aus dem Auswahlaxiom folgt die Aquivalenz:

(1) G ist n-farbbar.
(2) Jeder endliche Teilgraph von G ist n-farbbar.

Der Beweis des Satzes ist fiir diese Arbeit zu umfangreich, fiir die Fillen =2 und n =3
siehe [Her2006, S. 111-113].

Satz 1I1.15.

Ohne das Auswahlaxiom gibt es einen Graph G, so dass jeder endliche Teilgraph von G
2-farbbar ist, G aber nicht 2-farbbar ist.

Beweis von Satz II1.15.

Der zu diesem Zweck konstruierte Graph hat eine auf der einen Seite recht einfache, an-
dererseits allerdings auch ausgefallene Struktur. Er besteht ndmlich aus unendlich vielen,
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jeweils nur untereinander verbundenen Paaren von Knoten. Sei (X,,),en eine Folge von
zweielementigen Mengen, wobei, wie angekiindigt, das Auswahlaxiom nicht gilt und wir
uns darum wiinschen kénnen, dass [], . X, = 0. Sei nun der Graph G definiert als:

X = Unen(Xn x {n})

R={((z,n),(y.m)) € X?|lz #y und n=m}
Jeder endliche Teilgraph von G ist offensichtlich 2-farbbar, man weist einfach je einem
der Elemente eines Paares die 0 zu und dem anderen die 1. Angenommen aber, ganz G

sei 2-firbbar, dann wére je einem Element von (X, x {n}) die 0 zugewiesen, das Urbild
des Homomorphismus f von 0 wére also ein Element von ], X, Wid. 0
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5 Unerwiinschte Ergebnisse mit dem Auswahlaxiom

Nachdem wir also gesehen haben, dass ohne das Auswahlaxiom vieles in der Mathematik
nicht so funktioniert, wie man es gerne hitte und allgemein erwarten wiirde, stellt sich
selbstverstéandlich die Frage, was so problematisch oder kontrovers an diesem Axiom ist.
Direkt verwerfen miisste man es wohl, wenn es mit den anderen Axiomen unvertriglich
ware, also zu Konflikten innerhalb der auf diesen Axiomen aufgebauten Mathematik
fithren wiirde. Ganz so drastische Folgerungen lassen sich zwar nicht aus dem Auswahl-
axiom ableiten, meistens wird aber aufser Widerspruchsfreiheit von der Mathematik noch
gefordert, dass sie in irgendeiner Weise mit der Wirklichkeit korrespondiert, anwendbar
ist etc. An diesem Punkt scheitert es leider mit dem Auswahlaxiom, wie das sogenannte
Banach-Tarski Paradoxon zeigt.

Man stellt sich den Raum, in dem wir leben, im allgemeinen als den R3 vor, eventuell
verbunden mit einer weiteren Dimension fiir die Zeit. Eine Kugel aus solidem Material
konnte man sich weiters durch die Einheitskugel B = {(z,y,2) € R® : (z,y,2) < 1}
reprasentiert vorstellen. Mithilfe des Auswahlaxioms lasst sich zeigen, dass diese Kugel,
in mehrere Teile zerlegt und anschliekend, nur durch Verdrehen, wieder zu zwei der
urspriinglichen entsprechenden Kugeln zusammengesetzt werden kann. Es kann sogar
gezeigt werden, dass eine Zerlegung in fiinf Teile bereits ausreicht.

Stimmt also unsere Vorstellung vom Raum als R3 nicht, oder stellt das Auswahl-
axiom doch eine zu starke Voraussetzung dar? Moglicherweise gibt es aber auch eine
Antwort, die einen Mittelweg zwischen diesen schligt, dass beispielsweise kein Festkor-
per tatsdchlich unendliche Dichte hat, sondern nur aus einer Wolke Atomen besteht
oder dergleichen. Dass sich aber das Volumen einer echten Kugel nicht durch Zerlegen,
Verdrehen und anschliefiendes wieder Zusammensetzen verdoppeln lisst, sollte klar sein.

Der Beweis fiir dieses verbliiffende Resultat ist etwas ldnger und besteht aus zwei
Teilen, weswegen ich kurz die generelle Idee skizzieren werde, um anschliefend einen
genaueren Weg zu beschreiben, aus einer Kugel zwei zu machen. Fiir den Grofteil des
Beweises wird nicht die ganze Kugel, sondern lediglich deren Oberflache S = {(z,y, 2) €
R3 : (z,y,2) = 1} betrachtet. Die Punkte dieser Oberfliche werden einzeln durch Ver-
drehen beschriftet und diese Drehungen mit einer Gruppe identifiziert. Anschliefsend
lassen sich die Punkte in vier Mengen unterteilen, von denen eine abzdhlbar ist und
fiir die anderen ein Satz aus der Gruppentheorie gilt, nachdem diese jeweils zueinander
kongruent sind, aber auch eine zu den beiden anderen kongruent ist. Hier findet also
die eigentliche Verdoppelung statt. Hat man dies, so kann man die inneren Punkte der
Kugel mit denen auf der Gerade vom Mittelpunkt zu diesem Punkt zur Kugeloberfliche
identifizieren und so die gesamte Kugel verdoppeln |[JuWe96, S. 151-153|.

Als erstes sei also eine Gruppe G = Gy * G gegeben, die das freie Produkt der
Gruppen Gy = {e, ¢} und G| = {e,¥,4?} ist. Diese beiden reprisentieren Drehungen
um 180° bzw. 120° um geeignete, sich nicht gegenseitig authebende Achsen. Die Gruppe
G enthilt alle endlichen Verkniipfungen von ¢, 1) und 42, wobei pop =e, potpor) =e
und v ot = =L, G lisst sich also gekiirzt als Verkniipfungen von abwechselnd ¢ und
) bzw. 1~ schreiben. Diese Gruppe ist von nur abzihlbarer Kardinalitiit, wie leicht zu
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zeigen ist, da sie nur endliche Folgen enthilt.
Satz III.1.
Es gibt eine Partition {A, B,C} von G, s.d. Aoy = BUC, Aoy = Bund Aoyy~! = C ist.

Beweis von Satz III.1.

A, B und C werden folgendermafsen konstruiert, indem Elemente aus G nach und nach
in eine dieser Gruppen eingeteilt werden, je nachdem, was ihr letztes Glied ist:

eecA, ¢veB, Y ltedl.

Sei jetzt o € GG, Liange von o > 1. Dann

Ang. o endet mit ¢ oder !

(1) wenn o € A, dann a o ¢ € B. a wird also durch ¢ in B verschoben. Ebenso fiir die
iibrigen Fille:

(2) wenn o € BUC, dann avo p € A.

Ang. a endet mit ¢:

(3) wenn o € A, dann a0ty € Bund a0y~ € C,
(4) wenn o € B, dann cot) € C und aoyp™! € A,
(5) wenn a € C, dann a0 € Aund aotp™t € B.

(i) Aoy C BUC: Wir betrachten im folgenden jeweils nur vollstindig gekiirzte Ele-
mente. Sei o € A, dann gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder @ endet mit 1 oder ¢!,
aus (1) folgt, dass a o ¢ in B liegt, oder « endet mit ¢, die beiden ¢ kiirzen sich, aus
(2) folgt, dass es ein Element 3 aus BUC' gab, welches durch ¢ in A verschoben wurde,
durch das zweite ¢ aber jetzt wieder nach B U C' zuriick verschoben wird.

(i) BUC C Aoyp:Seia e BUC,a= oy odera= oyl (2) 3acpeAd—a=
(dop)op e Aop. Seiaw € BUC,ae = o . Entweder f ={} 2 a=cop € Aoy
oder (2) > f€A—ac Aoy

(iii) Aot C B: Sei a € A, a endet mit ¢, (3) = aop € B. Endet a mit 9, so ldsst sich
a schreiben als fo1),(5) = € C,— aoyp = (Borp)op = Borp~!, (5) = Boyy~! € B.
[st a=e,s0a09 =19 € B.

(iv) B C Ao4: Sei « € B, a = fo ¢()_>
BeC » Boyd = (Bod oyl or = (
a=pop=(fopoyt)orh(4) - fopoy™!
metriegriinden analog zu (iii) und (iv). O

Satz IIL.2. Es gibt eine Partition {X,Y, Z, Q} von S, wobei |Q| = w s.d.

) X2y ~Z
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2) X2YUZ

Beweis von Satz I1I.2.

Seien ¢ und 1 wie in Satz III.1., dann erreicht man von einem beliebigen Punkt der
Sphére aus eine abzéhlbare Anzahl anderer Punkte durch Drehung, mit Ausnahme der
Fixpunkte jeder Drehung. Von diesen gibt es aber pro Drehung nur zwei, die identische
Abbildung e ausgenommen, insgesamt also auch nur abzdhlbar viele, diese Menge sei ().
Fiir jedes z € S\ @ betrachten wir jetzt alle Punkte, die von diesem aus durch Drehung
erreicht werden kénnen und nennen diese Punkte den Orbit von x, P, = {a(z) : a € G}.
Diese Orbits sind aufgrund der Tatsache, dass G eine Gruppe ist, also insbesondere
abgeschlossen ist und jede Drehung eine Inverse hat, entweder ident oder disjunkt und
decken die gesamte Menge S\ @ ab. An dieser Stelle kommt das Auswahlaxiom ins Spiel,
in der Form, dass eine Auswahlmenge M existiert, die jeden dieser Orbits in genau einem
Punkt schneidet. Somit erhélt man:

X ={afa):a€ Aja € M},

Y ={aa):a € Bae M},

Z ={afa):a e C,a € M}.

Nach Satz TILI. gilt also: p[X] =Y U Z,¢[X] =Y und ¢ '[X] = Z, womit ¢,v und
¥~! die gewiinschten Isomorphismen sind und der Satz gezeigt ist. U

Um B in gleichwertige Teile zerlegen zu kénnen, benétigen wir noch folgende Relation:

Definition ~ sei eine Relation auf P(R?), X ~ Y wenn es Partitionen (X;);-, von X
und (Y;)i<n, von Y gibt, n < w, s.d. X; 2Y; Vi<n.

Satz III.3.

(1) = ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Wenn (X;);<,, eine Partition von X und (Y;);<, eine Partition von Y ist mit
X,=Y, Vi<n—>X~=rY.

(3) Wenn X' CY C X und X’ ~ X, dann auch Y ~ X.

Beweis von Satz III.3.
(i) folgt daraus, dass = eine Aquivalenzrelation ist.

(ii) Benutze einfach (X) = X bzw. (Y) =Y als Partitionen.

(i) X' ~ X, also gibt es Partitionen (X;);<, und (X/);<,, von X und X', s.d. X] =
X; Vi < n. Als nichstes konnen wir fiir jedes ¢ < n eine Abbildung f; : X; — X] defi-
nieren, wobei f; eine Isometrie ist und f;[X;] = X/. Sei f :=J,_,, fiund Z =, _, (/" X\
f™Y"). Durch Induktion ldsst sich zeigen, dass f[Z] C Z: f(X \Y) = f(X)\ f(Y) C
Uneo (FPX N\ F7Y). Sei F(F7X\ F7Y) © U, o(FP X\ f1) — F(pix | poy) =
("X N\ f"2Y) C U, (f"X \ f7Y). Auberdem kann man X bzw. Y schreiben als
X =ZU(X\Z) (trivial) und Y = f[Z]U(X\Z),seiy € Y —y € f[Z] odery € X\ Z,
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da f[Z] CZ.Seiz e X\Y v e€Z -2 ¢ X\Z,fIZ|CX — fIZ]CY =z & f[Z].
Schlieflich impliziert Z = f[Z], dass Y ~ X. O

Satz II1.4. (Banach-Tarski Paradoxon)

Die Einheitskugel B lasst sich in zwei Mengen X und Y partitionieren, wobei X ~ B
und Y =~ B gilt.

Beweis von Satz I11.4.

Bis jetzt haben wir nur die Einheitssphire S betrachtet, die Punkte von B kénnen aber
in dhnlicher Weise beschriftet werden, indem c¢ als der Ursprung die Mitte der Kugel
darstellt und alle Punkte auf einer Geraden zwischen ¢ und einem Punkt a der Kugel
dquivalent mit a beschriftet werden, also mathematisch ausgedriickt: Fiir D C S sei D
die Menge aller Punkte a € B\ {c}, deren Projektion von ¢ auf S in D liegen. Somit kén-
nen wir aus unserer Partition { A, B, C, Q} aus Satz I11.2. eine Partition {fl, B,C,Q, {c}}
von B machen. Satz II1.2. liefert: A ~ B ~ C ~ B U C. Weiters sind B und C eine
Partition von BUC sowie A und (BUC) eine Partition von AU (BUC). Satz I11.3.(2)
liefert, dass BUC ~ AU (BUC) ~ AUBUC. Satz I11.3.(1) (Transitivitiit) schlieklich
liefert: C ~ AUBUC, A~ AUBUC und B~ AUBUC. Zusammen ergibt dies unsere
erste neu zusammengesetzte Einheitskugel:

AuQu{cl =B

B und C haben wir noch iibrig, die aber beide viel grofer sind als Q oder {c},
diese konnen also leicht aus einer der beiden gewonnen werden. Zunéchst wollen wir &
so verdrehen, dass alle Fixpunkte @) nach S\ @ verschoben werden. Hierfiir benttigen
wir irgendeine Drehung a ¢ G. Offensichtlich gilt dann: «[Q] € AU B U C. Zuriick in
unserer Kugel galt aber C~AUBUC, also gibtesT CCmit Q=T und pe C\T,
welche die Rolle der Fixpunkte bzw. des Mittelpunktes erfiillen. Auf diese Weise erhalten
wir:

AUuQuU{ct = BUTU{p}

Offensichtlich gilt: BUTU{p} € BUC C B, also BUC ~ B. Wenn wir X als AUQU{c}
und Y als B U C' definieren, so ist {X, Y} unsere gesuchte Partition von B. O

Auch wenn eine derartige Zerlegung einer Kugel in keinem Verhiltnis zu tatséchlich
vorstellbaren Zerlegungen steht, so beweist dieser Satz doch deren mathematische, und
damit theoretische Moglichkeit, sollte das Auswahlaxiom in irgendeiner Weise als Grund-
lage nicht nur der Mathematik, sondern damit auch der Physik dienen. Alle iibrigen
niitzlichen mathematischen Resultate, die mit dem Auswahlaxiom erkauft wurden, soll-
ten jedenfalls mit der Anmerkung festgehalten werden, dass die Axiome, auf denen sie
fufien, keinesfalls mehr die offensichtlichen Wahrheiten sind, die sie friiher einmal waren.
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Ein weiteres unerwiinschtes Ergebnis der Annahme des Auswahlaxioms und in ge-
wisser Weise dhnlich der Kluft zwischen mathematisch Méglichem und der Vorstellung
iiber von der Mathematik reprasentierter Wirklichkeit ist die Existenz nicht messbarer
Mengen. Auch hierbei handelt es sich nicht notwendigerweise um ein so ernsthaftes Pro-
blem, dass das Auswahlaxiom nur aus diesem Grund abzulehnen wére, aber es zeigt
sich wieder, dass unter Umstdnden mehr ermoglicht wird, als man sich von dem, was
Mathematik leisten sollte, erwartet hatte [Her2006, S. 120].

Satz IIL.5. (Vitali-Mengen)
Es gibt Teilmengen der Reellen Zahlen, die nicht-messbar sind, genannt Vitali-Mengen.

Beweis von Satz II1.5.

Seien 7,y € R. 2 ~ y <+ (z — y) € Q ist eine Aquivalenzrelation:
(xr—2)=0€Q

(z-y)eQ—=(y—a)=—(r—-y)€Q
(z-y)€QAY-2)€Q=(@—2)=(z-y) +({y—2) €

Bezeichnet man mit [z] die Aquivalenzklasse von x bzgl. ~ fiir alle z € R, so bil-
den diese eine Partition von R. Betrachte nun die Menge [0, 1]. Auf dieser gibt es nach
dem Auswahlaxiom eine Auswahlmenge V, die von jeder Aquivalenzklasse genau einen
Reprisentanten enthilt.! Hierbei handelt es sich um die gesuchte Vitali-Menge. Ange-
nommen, diese wire Lebesgue-messbar. Betrachte als Néchstes die Menge Q N [—1, 1].
Da Q abzéhlbar ist, ldsst sich diese auch als {q1, g2, g3, ...} schreiben. Nun betrachte die
Mengen V, := {v + ¢, |v € V}. Wenn v in [v] ist, so auch v + ¢,, also sind die V,
paarweise disjunkt. Darum entspricht aufgrund der o-Additivitdt das Mak von |, V,
der Summe der Mafe der einzelnen V. und aufgrund der Translationsinvarianz das Maf
der V, dem von V. Angenommen, V habe Maf 0, dann hat [J, V, dasselbe Mak wie
>V, also ebenfalls 0. Es gilt aber: [0,1] C |J, V. Fiir z € [0,1] ist (z —v) = ¢ € Q
fir ein v € [z], dieses ist O.B.d.A gleich ¢;, also z = (v +¢;) € V; € U, V;. [0,1] hat
aber Maf 1, Wid. Angenommen also, V" habe Maf > 0, dann hat |, V. gleiches Maf wie
Y177V, also co. Es gilt aber weiters: |J, V, C [—1,2]. Diese Inklusion ist offensichtlich,
[—1,2] hat aber Mak 3, Wid. O

Um diesem Problem zu entgehen, braucht es eine andere Erweiterung der Zermelo-
Fraenkel Mengenlehre als das Auswahlaxiom. Eine solche stellt das sogenannte Axiom
der Determiniertheit dar, welches im folgenden Kapitel vorgestellt wird und als mogliche
Alternative zum Auswahlaxiom angesehen werden kann.

LWir bezeichneten die Auswahlmenge urspriinglich mit C, in diesem Fall nennen wir sie aber der
Konvention folgend V.
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6 Alternativen zum Auswahlaxiom

Wie wir gesehen haben, gibt es gewichtige Argumente fiir und wider die Inklusion des
Auswahlaxioms in die Reihe der iibrigen Axiome der Mengenlehre. Ohne es sind viele
niitzliche und zentrale Resultate der Mathematik nicht giiltig, mit ihm dagegen kommt es
zu paradoxen Ergebnissen ohne moglichen Bezug zu irgendwie gearteten Anwendungen.
Wie in einer solchen Situation innerhalb der Mathematik iiblich (im Gegensatz zur hier
auftretenden grundlegenden Ungewissheit), kann man sich die Frage stellen, ob es nicht
eine schwichere Form des Auswahlaxioms gibt, die zumindest teilweise die gewiinschten
Resultate rettet, ohne die unerwiinschten Nebenwirkungen wie etwa das Banach-Tarski-
Paradoxon.

Ein solcher Kandidat ist das sogenannte Axiom der Determiniertheit, welches von
Jan Mycielski und Hugo Steinhaus vorgeschlagen wurde [JuWe96, S. 148]. Um dieses
Axiom zu formulieren, benétigen wir zunéichst einige Begriffe. Ein Spiel I'4 ist die for-
malisierte Version eines Strategiespiels filir zwei Spieler, welche mit Spieler I und Spieler
IT bezeichnet werden. Dieses lauft folgendermafen ab: Spieler I wihlt eine natiirliche Zahl
ag, daraufhin wahlt Spieler IT eine natiirliche Zahl by. Anschliefend werden abwechselnd
Zahlen aq, by, ... gewdhlt. Auf diese Art entsteht eine unendliche Reihe natiirlicher Zah-
len. Ist diese Element von A C w®, also einer das Spiel I'4 definierenden Teilmenge der
unendlichen Folgen natiirlicher Zahlen, so hat Spieler I gewonnen, andernfalls Spieler II.
Da es aber in der Mathematik nicht eigentlich um das Spielen eines Spieles geht, wird
zusitzlich der Begriff der Strategie eingefiihrt, die einem der beiden Spieler nach Art ei-
nes einfachen Algorithmus jeden Spielzug vorschreibt. Der einzige Input einer Strategie
sind die bisherigen Spielziige beider Spieler, wobei eine Strategie fiir Spieler I zuséitz-
lich noch einen Startwert ag vorgibt. Bei einer Strategie handelt es sich also um eine
Funktion F: {J,c, w" = w, bzw. G : U, gy w" — w fiir Spieler II. Da die bisherigen
eigenen Spielziige ja bereits von den gegnerischen abhéngen, reicht es, diese zu betrach-
ten. Eine Strategie, die immer eine Folge in A liefert, also zum Sieg von Spieler I fiihrt,
wird eine Gewinnstrategie fiir diesen genannt. Eine Gewinnstrategie fiir Spieler 11 liefert
entsprechend immer eine Folge ¢ A. Gibt es eine solche Strategie fiir ein vorgegebenes
Spiel, so sagt man, dieses sei determiniert. Somit lasst sich nun endlich das Axiom der
Determiniertheit definieren:

Definition IV.1. (Axiom der Determiniertheit)
Jedes Spiel I'4 ist determiniert VA C w®.

Satz IV.2.
Hé6chstens einer der beiden Spieler kann eine Gewinnstrategie haben.
Beweis von Satz IV.2.

Sei Iy ein Spiel und F' eine Gewinnstrategie fiir Spieler I. Bezeichne F alle moglichen
Ausgéinge von F', F := {Fxb:b € w“, b= (b, b1, b, ...) }. Es ist klar dass alle moglichen

A

Gewinnstrategien fiir Spieler II in diesem F' enthalten wiren, F'* b aber in A ist Vb und
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damit Spieler IT keine Gewinnstrategie haben kann. Analog fiir alle moglichen Ausgénge
G:={axG:a€w a=(ag,ai,as,..)} fiir eine Strategie G von Spieler II.

Beispiel IV.3.

Sei A = {s; : i € w} eine abzédhlbare Teilmenge von w* und G(ay, ...,a,) = s,(2n) + 1
fiir alle (ag, ..., a,). G ist eine Gewinnstrategie fiir Spieler II in I"4. Spieler I wihlt ei-
ne Zahl, die sich anzunehmender Weise an Position 0 eines der s; befindet. Spieler 1T
wahlt s,(2n) 4+ 1 welches sich von dem Eintrag von s, in der Position 2n unterscheidet.
Unabhéngig von der Wahl von Spieler I wird also eine Folge erzeugt, die sich in jedem
zweiten Eintrag von einem der s; unterscheidet, mittels eines Diagonalargumentes kann
diese also nicht in A liegen.

Beispiel 1V .4.
Sei B = {s € w¥ : Vn < w(Sont1 + Sonio ist gerade )}. Spieler I hat folgende Gewinn-
strategie: F'(bg, ..., b,) = b,. Fiir ap kann 0 gewéhlt werden.

Satz IV.5.

Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass es ein Spiel I'4 gibt, das nicht determiniert ist
[Hal2012, S. 628].

Beweis von Satz IV.5.

Die Anzahl aller moglichen Strategien entspricht 2%, oder der Kardinalitit der reellen
Zahlen. Mithilfe des Auswahlaxioms und (Satz I.7.) ldsst sich diese Menge wohlord-
nen. Seien die Strategien fiir Spieler I und Spieler II also folgendermafen nummeriert:
{04+ a < 2%} {7, : @ < 2%}. Nun konstruieren wir Mengen A und B von Spielaus-
gingen, um anhand eines Diagonalargumentes zu zeigen, dass keiner der beiden Spieler
eine Gewinnstrategie haben kann. Seien A := {z, : @ < 2%} und B := {y, : a < 2%}
folgendermafen konstruiert: Hat man bereits {z; : £ < a} und {y: : £ < a}, so wihlt
man ein b, s.d. der Spielausgang o, * b =: y, ¢ {x¢ : £ < a}. Ein solches y, existiert
wegen der Gréfe von {0 * b : b € w*}. Aquivalent fiir 2, := a * 7,. Somit sind diese
Mengen disjunkt und es gibt fiir jedes « fiir Spieler I ein a, das 7, schligt, sowie ein b
fiir Spieler 11, das o, schliagt. Keiner der beiden Spieler kann also eine Gewinnstrategie
haben, womit das Spiel I'4 nicht determiniert ist. 0

Das Auswahlaxiom widerspricht in diesem Sinne also dem Axiom der Determiniertheit,
und zwar wieder in einer Weise, die als unschon angesehen werden kdnnte, wire es doch
erwiinscht, wenn jedes Spiel determiniert wire. Bei der Nicht-Determiniertheit eines ge-
wohnlichen Spieles kénnte man etwa an die Moglichkeit eines Unentschieden oder Remis
denken, wie es beispielsweise im Schach vorkommen kann. Diese Moglichkeit ldsst sich
ebenfalls modellieren, das Resultat unterscheidet sich allerdings nicht wesentlich von den
bisherigen Spielen, das Auswahlaxiom ldsst sich eben nur sehr schwer mit realen Gege-
benheiten in Verbindung bringen.
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Beispiel IV.6.

Sei (A, B, C) eine Partition von w®”. Das Spiel I' 4 ) hat folgende méglichen Ausgénge:
Liegt das Ergebnis (aqg, by, a1, b1, ...) des Spiels in A, so gewinnt Spieler I,

ist es in B, so gewinnt Spieler II,

liegt es in C', so ist das Spiel unentschieden.

Es lasst sich zeigen:

(1) Spieler I hat eine Gewinnstrategie fiir das gewohnliche Spiel I'4 <> Spieler I hat eine
Gewinnstrategie fiir das Spiel I' 4 g ¢). (—) Angenommen, Spieler I hat eine Gewinnstra-
tegie fiir das Spiel I' 4, kann also immer eine Folge in A erzwingen. Dies gilt offensichtlich
auch, wenn das Komplement von A in B und C' aufgeteilt wird. (<) ebenfalls trivial.

(2) Spieler IT hat eine Gewinnstrategie fiir das Spiel I' 4 g ) ¢+ Spieler II hat eine Ge-
winnstrategie fiir das Spiel I' 4| jc. Wenn Spieler II immer ein Ergebnis in B erzwingen
kann, so ist dies gleichbedeutend damit, dass er ein Ergebnis im Komplement von A|JC
erzwingen kann.

(3) Beide Spieler kénnen zumindest ein Unentschieden erzwingen, <> Spieler I eine Ge-
winnstrategie fiir das Spiel Iy j¢ hat und Spieler II eine Gewinnstrategie fiir das Spiel
I'4 hat. Fiir Spieler I ist eine Gewinnstrategie fiir das Spiel I'yj¢ gleichbedeutend da-
mit, immer in A JC landen zu koénnen, was offensichtlich dquivalent damit ist, einen
Sieg oder ein Unentschieden im Spiel I' 4 g ¢y einfahren zu kénnen. Fiir Spieler II ist ei-
ne Gewinnstrategie im Spiel I'4 gleichbedeutend damit, immer auferhalb von A landen
zu konnen, was gleich B|JC und einen Sieg oder ein Unentschieden im Spiel I'4 5 )
garantiert.

Das Axiom der Determiniertheit andererseits aber liefert zumindest eine schwache Ver-
sion des Auswahlaxioms, die zumindest manche der herkémmlichen Resultate rettet.

Satz IV.7.

Sei X = {X; : i < w} eine abzdhlbare Familie nichtleerer Teilmengen von w®. Dann gibt
es nach dem Axiom der Determiniertheit fiir X eine Auswahlfunktion [Hal2012, S. 628].

Beweis von Satz IV.7.

Betrachte das folgende Spiel: Spieler I spielt irgendeine Folge (ag, ai, as, ...). Wenn und
nur wenn Spieler II nur Zahlen aus X,, spielt, gewinnt er oder sie das Spiel. Da dies
offensichtlich stets moglich ist (X,, nichtleer!), kann Spieler I keine Gewinnstrategie
haben, also hat Spieler IT eine Gewinnstrategie 7, s.d. f(X,) := 7% (n,0,0,0,...) die
gesuchte Auswahlfunktion ist. O

Bemerkung

Streng genommen miisste eigentlich 7 immer dasselbe Element aus X,, auswahlen und
f(X,) nur dieses zuriickgeben.
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Als néchstes wollen wir zeigen, dass mit dem Axiom der Determiniertheit auch tatsach-
lich Ergebnisse erzielt werden kénnen, die ohne das Auswahlaxiom nicht moglich wéren.

Satz IV.8.

Aus dem Axiom der Determiniertheit folgt, dass jede Menge reeller Zahlen Lebesgue-
messbar ist [Hal2012, S. 629f].

Beweis von Satz IV.8.

Es geniigt, sich auf Teilmengen des Einheitsintervalls zu beschrianken. Sei S C [0,1],Z C
S Lebesgue-messhbar — 7 ist Nullmenge VZ C S, weiters sei € > 0. Um das Axiom der
Determiniertheit anwenden zu konnen, miissen wir ein Spiel konstruieren, bei dem es
darum geht, das Intervall S abzudecken. Spieler I spielt eine Reihe (ag, a1, as,...),a; €
{0,1} Vi € w von Nullen und Einsen, welche zu einer reellen Zahl innerhalb des Inter-
valls folgendermafsen aufaddiert werden:

a= Z Qiil (2)

n=0

Spieler II versucht, diese mit einer Vereinigung iiber endliche Vereinigungen einer Menge
G™ von Intervallen mit rationalen Endpunkten abzudecken, wobei u(G™) < ¢/22(n+1),
Diese Menge G™ ist wohlordenbar und kann deshalb aufgelistet werden. Spieler IT wihlt
aus diesen G" jeweils eines aus, um schliefslich die Vereinigung iiber diese zu spielen.
Spieler T gewinnt also, wenn a € S und a ¢ |J,—, G}.. Angenommen, o sei eine Gewinn-
strategie fiir Spieler I, dann kann man eine Funktion f konstruieren, die der von Spieler
IT gespielten Menge b = (bg, by, by, ...) die von Spieler I gespielte Zahl a = f(b) zuweist,
wobei (ag, by, ai,by,...) = o % b. Diese ist stetig — Z = f(w®) ist analytisch — Z ist
messbar. Z ist zusdtzlich eine Nullmenge, da Z C S. Eine Nullmenge kann aber von
einer abzdhlbaren Vereinigung J;7, Gy abgedeckt werden, Wid. Spieler I hat also kei-
ne Gewinnstrategie, das Axiom der Determiniertheit besagt daher, dass Spieler II eine
Gewinnstrategie 7 hat. Als néchstes betrachten wir endliche Folgen s = (ag, a1, ...a,),
wobei G = Gy die Menge ist, die 7 Spieler II vorschreibt. Da 7 eine Gewinnstrategie
ist, liegt a in der Menge | J{G5 : s C a} und deshalb:

Sc | J{GiseSeq{o. 1} =) U G- (3)
n=0s€{0,1}"
Wenn jetzt s € {0,1}",n > 1, dann ist u(G) < £/2%" und da es 2" solche Folgen gibt,

folgt
€

E n
M( U Gs) < QTn A 2_n
se{0,1}»

(4)

Daher ist u(lU;2, Use{o,l}n Gs) <Y < e/2n=¢[(D 2, 1/2") -1 =e(2-1)=e =S
ist eine Nullmenge. Sei A D X Lebesgue-messbar und jedes messbare Z C A\ X ist
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eine Nullmenge, so ist wegen dem bisher gezeigten und weil S beliebig war mit der Fi-
genschaft, dass jedes messbare Z C S eine Nullmenge ist, auch A\ X eine Nullmenge
und X als Komplement einer Nullmenge innerhalb einer messbaren Menge daher auch
messbar. U

Selbstverstandlich gibt es aber auch andere Alternativen zum Auswahlaxiom, die auf
offensichtlichere Weise mit diesem in Verbindung stehen und nicht erst den Umweg iiber
die Definition von Spielen bendtigt. Viele von ihnen setzen am schon 6fters erwdhnten
kritischen Punkt der Unendlichkeit ein. Um endlich viele Wahlen zu treffen, benotigt
man etwa liberhaupt kein Auswahlaxiom, die urspriinglichen Axiome von ZF sind hier
ausreichend. Wie sieht es aber mit schwécheren Arten der Unendlichkeit, etwa abzéhl-
barer Unendlichkeit, aus? Dass es fiir jede abzdhlbare Familie nichtleerer Mengen eine
Auswahlfunktion gibt, folgt nicht bereits aus ZF, jedoch ldsst sich zwischen dem hierfiir
benoétigten sogenannten Abzdhlbaren Auswahlaxiom noch das Beschrinkte Auswahlaxi-
om einfiigen, welches die Existenz unendlich langer, abzahlbarer Folgen garantiert.

Definition IV.9. (Beschrinktes Auswahlaxiom)
Sei X eine nichtleere Menge und R eine Relation auf X, s.d. Vo € X dy € X : xRy,
dann gibt es eine Folge (z,)neny mit z;Rx; 1 Vi € N

Definition IV.9. (Abzihlbares Auswahlaxiom)
Jede Folge (X,)nen nichtleerer Mengen X, besitzt eine Auswahlmenge.

Bemerkung IV. 10
Dies ist wie beim Auswahlaxiom dquivalent dazu, dass das Cartesische Produkt [ ], . X,
nichtleer ist.

Satz IV. 11 Es gilt:

(1) Auswahlaxiom — Beschrinktes Auswahlaxiom.
(2) Beschrianktes Auswahlaxiom — Abzéhlbares Auswahlaxiom [Her2006, S. 15].

Beweis von Satz IV. 11

(1): Betrachtet man fiir jedes x € X die (nichtleere) Menge der mit diesem x in Bezie-
hung stehenden y € X, so liefert das Auswahlaxiom aus jeder dieser Mengen genau ein
Element, man braucht also nur noch bei einem beliebigen xy € X zu starten und das so
ausgewahlte Element der mit diesem x( in Relation stehenden zu nehmen, um rekursiv
eine Folge (X,,)nen zu erhalten.

(2): Wir werden das Beschrinkte Auswahlaxiom benutzen, um ein Element des Cartesi-
schen Produkts einer abzédhlbaren Folge zu konstruieren, also zu zeigen, dass dieses nicht-
leer ist. Sei dazu (X, )nen eine Folge nichtleerer Mengen X, und Y, :=[], ., X, sowie
Y := U, en Yn- Yy enthilt also Folgen der Lange n mit Elementen z; € X, ie{l,..,n}
und Y enthédlt derartige Folgen beliebiger Léange. Sei R eine Relation auf Y, wobei
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(@1, ooy Tp) R(21, ooy 2m) <> ;= 2,0 € {1,...,n} und m = n + 1. Laut dem Beschrinkten
Auswahlaxiom gibt es eine unendlich lange Folge (y,)nen € Y, wobei y; Ry;11 Vi € N.
Ein Glied dieser Folge ist also das gesuchte (z,)nen € [],,cn Xn- O

Diese schwacheren bzw. alternativen Versionen des Auswahlaxioms liefern zwar inter-

essante Resultate, keines von ihnen ermoglicht aber alle gewiinschten Resultate ohne die
dazugehorigen Unannehmlichkeiten und paradoxen Resultate.
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7 Résumeé

Wie sich gezeigt hat, gibt es eine Vielzahl zentraler Resultate in der Mathematik, die
das Auswahlaxiom in einer seiner Formen benétigen. Man koénnte sich zwar eine Mathe-
matik ohne diese vorstellen, ganze Bereiche aber miissten komplett neu fundiert werden
oder konnten in der Form, wie wir sie heute kennen, iiberhaupt nicht existieren. So
ist beispielsweise die Funktionalanalysis vom in dieser Arbeit noch gar nicht erwihnten
Satz von Hahn-Banach abhéngig, fiir dessen Beweis das Lemma von Zorn bendtigt wird.
Das Auswahlaxiom uneingeschrinkt anzuerkennen mag zwar teilweise monstrose und
uniibersehbare Folgen haben, doch wird es heute, etwas mehr als hundert Jahre nach
seiner erstmaligen expliziten Formulierung, wenn es auch frither schon implizit angenom-
men wurde, vom Grofteil der Mathematiker akzeptiert. Dies mag zum einen damit zu
tun haben, dass einmal gefundene und interessante sowie folgenreiche Resultate nicht
ohne weiteres einfach aufgegeben werden, andererseits aber auch in der Natur der Sache
liegen, da ndmlich die meisten sich ohne das Auswahlaxiom ergebenden Probleme erst in
der Anschauung und moglichen Anwendung in Erscheinung treten, nicht aber in der rei-
nen Mathematik selbst. Dies kann ja auch gar nicht geschehen, fiihrt das Auswahlaxiom
ja zu keinem Widerspruch, sofern die iibrigen Axiome von ZF nicht widerspriichlich sind,
wie Kurt Godel gezeigt hat [Goed38, S. 5561.|. Es bereitet aber zumindest noch soweit
Unbehagen, sei es aufgrund unschoner Entdeckungen wie der Vitali-Mengen oder ande-
rer auftretenden Probleme, dass nach Alternativen zum Auswahlaxiom gesucht wird und
auch schon einige solche Kandidaten gefunden wurden, die jeweils eigene Moglichkeiten,
aber auch Schwierigkeiten mit sich bringen.
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