UE GRUNDZUGE DER MATHEMATISCHEN LOGIK (SS
2017): UBUNGSBLATT 3, 17.03.2017

Aufgabe 1. Sei Ly = ({0},{S, +, : },{ < }) die Sprache der natiirlichen
Zahlen. Sei 9 die Ly-Struktur mit Universum N. Sei § eine Belegung,
wobei (B(v,) = 2n fiir alle n > 0. Welche der folgenden Aussagen sind
richtig und welche nicht? Begriinden Sie ihre Antwort.

(1) NE (viz(vidv1)) = v4[B]

(2)

(3) NE Hvo(voivo) = [5]

(4) NE 31)0('1}0;1)0) = V1 [ﬂ]

(5) MNE 31)0('1}0;1)1) = V1 [ﬂ]

(6) N F YogVoidug (Uog’vz A ’l)gg’l)l)[ﬁ]

Aufgabe 2. Eine Formel, die keine Quantoren enthélt heif3t quantorenfrei.
Sei A C B und sei g eine Belegung in 2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(1) fiir jeden £-Term t, t¥[3] = t® 3]
(2) fiir jede quantorenfreie £-Formel ¢, A E ¢[f] gdw B E ¢[5].

Hinweis: Benutzen Sie Induktion iiber den Aufbau der £-Terme und L-
Formeln.

Aufgabe 3. Seien 2 und B isomorphe L£-Strukturen. Zeigen Sie, dass 24
und ‘B elementar dquivalent sind.

Aufgabe 4. Sei 2 eine L£-Struktur mit Universum A. Eine Teilmenge X
von A" heit definierbar in 20 wenn es eine Formel ¢ = (x4, -+, ) gibt,
so dass

X =A(a1, - ,ap) € A" : AE play, - ,ay]}.

Zeigen Sie, dass wenn X C A™ definierbar und 7 ein Isomorphismus von 2{
auf 2 ist, dann {7 (a):a € X} = X.

Aufgabe 5. Sei Lo = ({0}, {+, :}.0), £1 = ({0},{+},0) Sprachen. Be-
trachten Sie die Lo-Struktur 20 und L£;-Struktur 9%, wobei A = B = R und
+2 4+ 0% 0%, ¥ die {iblichen Objekte auf R sind. Sei

X = {(?"0,7"1) € RQ 1y < 7'1},

d.h. X ist die Kleiner-Beziehung auf R. Zeigen Sie, dass

(1) X definierbar in 2 ist,
(2) X nicht definierbar in B ist.
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Hinweis: Um zu zeigen dass X in 8 nicht definierbar ist, betrachten Sie
einen geigneten Isomorphismus von B auf sich selbst.
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