UE GRUNDZUGE DER MATHEMATISCHEN LOGIK (SS 2017):
UBUNGSBLATT 6, 28.04.2017

Peano-Arithmetik

Aufgabe 1. Beweisen Sie die Assoziativitdt von + in PA. D.h. zeigen Sie, dass in PA
VmVn¥q (m +q) +n=m+ (g +n).

Hinweis: Benutzen Sie Induktion tiber n.

Kompaktheitssatz

Aufgabe 2. Sei Ly = {{0},{S, +, -}, {<}} die Sprache der Arithmetik und 9N das standard Modell
von L. Sei ¢ eine neue Konstante und sei £ die Sprache £ U {c}. Ferner, sei P C N die Menge der
Primzahlen und sei

Th(M) := {¢ | ¢ Ln-Aussage, NF p}.
(1) Betrachten Sie die folgende Menge I" von £-Aussagen
'={0<¢5S0<e¢SS0<c¢---}.
Zeigen Sie, dass Th(91) U T konsistent ist.
(2) Sei 2 ein Modell von Th(91) UT. Zeigen Sie dass 9t und
AT Ly = ({0, {s% +%, H 1 {<™))

nicht isomorph sind.
(3) Sei A C P. Fiir jedes n € N sei S"0 eine Abkiirzung von S --- S0, wobei das Symbol S n-mal
auftritt, und sei I'(A) die folgende Menge von £-Aussagen:
{32 SP0-z=c|pe AyU{—-325P0-z =c|p e P\A}.
Zeigen Sie, dass Th(M) UT'(A) konsistent ist.

Aufgabe 3. (Satz von Lowenheim-Skolem aufwirts) Sei £ eine Sprache. Sei T eine £-Theorie,
die ein unendliches Modell hat. Zeigen Sie, dass es zu jeder Menge A ein Modell 94 von T gibt, dessen
Universum M4 mindestens so viele Elemente wie A enthélt (d.h. es gibt eine injektive Abbildung von
A nach M4.)
Hinweis: Betrachten Sie die Theorie

T' =T U{~ca=cp:a,be A a#b},

wobei C' = {c, : a € A} eine geeignete Menge von neuen Konstanten ist.

Aufgabe 4. Sei L eine Sprache. Fiir jede konsistente Menge ® von L-Aussagen, sei g eine L-
Struktur mit Ae E ®. Sei

Y = {Ag | ® konsistente Menge von L£-Aussagen}.
Ferner, fiir jede £-Aussage ¢ sei X, = {2 € ¥ | A F p}. Zeigen Sie, dass:
(1) die Menge {X,, | ¢ L-Aussage} die Basis einer Topologie auf ¥ bildet;
(2) jede Menge X, abgeschlossen ist;
(3) jede offene Uberdeckung von ¥ eine endliche Teiliiberdeckung enthalt.

Hinweis zu (3): Betrachten Sie eine beliebige Uberdeckung {X, : ¢ € @} von ¥ und zeigen Sie,
dass es eine endliche Teilmenge @y von ® gibt, so dass {—¢ : ¢ € Py} nicht konsistent ist.
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