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UBUNGSBLATT 7, 04.05.2017

Aufgabe 1. (Kriterium von Tarksi-Vaught) Sei 2 eine £-Struktur mit Universum A. Eine
Unterstruktur € von A mit Universum C heifit elementar (bezeichnet € < 2) , wenn

AEpler, -, 0] <= CEQler, -, e

fir alle p(z1,--- ,x,) und ¢1,- -+ , ¢, in C.
Sei € C 2. Zeigen Sie, dass € < A gdw. fir alle p(z,y1,--- ,yn) und alle dy, - - - ,d,, im Universum
C von €, wenn es ein a im Universum A von 2 mit A F ¢la,dy, -+ ,d,] gibt, dann gibt es auch ein

ce Cmit AF gle,dy, -+, dy).

Aufgabe 2. (Satz von Loéwenheim-Skolem abwérts) Sei B eine beliebige Struktur fiir eine
abzahlbare Sprache £ mit unendlichenm Universum B und sei Ay eine abzéhlbare Teilmenge von
B. Sei {p;}ien eine Aufzéhlung aller 3-Formeln der Sprache £, d.h. Vi € N, ¢; = Jy; (¥, y) wobei
Z = (x1, -+ ,p,) die freien Variablen von ¢; bezeichnet. Fir jedes i € N, sei F; : B™ — B eine
Abbildung, die wie folgt definiert ist:

Fi(@) = {b, wenn 3b € B(®B F v;[d, b]) wenn es mehr als ein solches b gibt, dann wéhlen wir eins

by, sonst, wobei by ein beliebiges fixiertes Element von B ist.

(1) Zeigen Sie, dass es eine abzéhlbare Menge A C B gibt, so dass Ay C A ist und Vi € NVa €
A™i(F;(@) € A). Die Menge A wird Skolem-Hiille von Aj genannt und wird mit hullg(Ao)
bezeichnet.

(2) Zeigen Sie mit der Hilfe des Tarksi-Vaught Kriteriums, dass hully(Ap) das Universum einer
abzahlbaren, elementaren Substruktur 24 von B ist.

Aufgabe 3. Sei 2y C 2A; C --- eine Kette von L£-Strukturen. Sei 28 die Struktur mit Universum
U,, An, wobei auch

(1) fiir jedes k-stellige Relationssymbol R, R® := [J{R¥" : n € N},

(2) fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f, f® := J{f*" : n € N}, und

(3) fiir jede Konstante ¢, c® := c™o.

B heisst Limes von (2,)neny und wird mit lim,, A, bezeichnet.
(1) Zeigen Sie, dass B wohldefiniert ist.
(2) Sei (Ay), eine Kette von L-Strukturen so dass A, < 2,4 fiir jedes n. Zeigen Sie, dass
A, < lim, A, fir alle n.

Aufgabe 4. Finden Sie eine Kette von £-Strukturen (2l,),en so dass 2, = 2,41 fiir alle n, aber
A, Z limy, Ay,
Hinweis: Wenn 2 = 83, dann auch 2 = ‘B.
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