Leiré halmazelmélet gyakorlat, 2018. februar 16.

1. Mutassuk meg, hogy

(a)(!) megszamldlhatd sok teljes metrikus tér szorzata is teljes metrikus

(b)(") megszdmlalhat6 sok szeparébilis topologikus tér szorzata is szepardbilis

(e)(!
(

)
) megszamlalhat6 sok lengyel tér szorzata is lengyel
d)*

¢ sok szeparabilis tér szorzata is szeparabilis.

2. Lassuk be, hogy

(a) a Cantor-halmaz és 2 homeomorfak.

(b)(!) R\ Q és w*” homeomorfak.

3. (1) Legyen K kompakt lengyel tér és Y tetsz6leges lengyel tér, fixaljunk egy dy teljes, kompatibilis
metrikdt Y-on. Jelolje C(K,Y) a K — Y folytonos fiiggvények csalddjat. Ha f,g € C(K,Y) legyen
d(f,9) = sup,cx dy (f(x), g(x)). Végezetiil legyen 7 az {f € C(K,Y): f(C) C U} alakii halmazok
altal generalt topoldgia, ahol C' kompakt és U nyilt. Lassuk be, hogy a d metrika, mely épp a 7
topolégiat hatdrozza meg. Mutassuk meg, hogy (C(K,Y), 7) lengyel tér!

4. Legyen X szeparabilis Banach tér. Lassuk be, hogy X™* egységgémbje az erds topoldgiaval lengyel
tér! (M4s széval, legyen By = {T € C(X,R) : T folytonos, linedris ||T|| < 1}, és tekintsiik azt a
legsziikebb 7 topoldgidt Bi-en, hogy minden z € X-re a T — T'(z) leképezés folytonos; mutassuk
meg, hogy lengyel teret kaptunk).

5X Legyen X lengyel tér és jelolje P(X) az (X, B(X)) téren értelmezett valszintiségi mértékek terét
(B(X) az X tér Borel részhalmazaniak csalddja, vagyis az a legsziikebb o-algebra amely tartalmazza
a nyilt halmazokat). Adjunk meg egy természetes topoldgiat P(X )-en, mellyel ellitva lengyel teret
alkot.

6. Lassuk be, hogy
(a) Q univerzdlis megszdmldlhaté rendezett halmaz.
(b) (R, <) és (Q, <) izomorf rendezett halmazok pontosan akkor, ha

1. R megszamlalhato
2. R-nek nincs legkisebb és legnagyobb eleme
3. R donmagaban slird, azaz z,y € R, t <y= 3z € R, x <z < y.

Definicié. Legyen X topologikus tér, és A C X. A Banach-Mazur jatékot két jatékos, I és 11
jatssza a kovetkezbképpen: I kezdésével felvaltva véalasztanak X-beli Uy, Vg, U, Vi,... nemiires
nyilt halmazokat, amikre teljesiil, hogy Up 2 Vo 2 Uy 2 V4 D ... I nyer, ha [, V;, C A, kiilénben
IT nyer.

7. Két jatékos a Banach-Mazur jatékot jatssza R-en.
(a) Ki nyer, ha A =Q?
(b) Igaz-e, hogy ha II nyer, akkor A megszamlalhat6?
(¢)** Mely halmazokra nyer 117

A feladatsorok elérhetéek (lesznek) a http://www.logic.univie.ac.at/~vidnyanszz77/ oldalon.



